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Ay, call it holy ground,

The soil where first they trod!
F. D. Hemans (1793-1835), Landing of the Pilgrim Fathers
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1.1 ����

������������������� q1(t), . . . , qN(t) ���	�
��

L(qi, q̇i, t) (1.1)

������������ q1, . . . , qN ������ q̇1, . . . , q̇N��������
������ d/dt�	�
�����Ǳ q̇i ������	�
������
�qi(t)������

A[qi] =
∫ tb

ta
dt L(qi(t), q̇i(t), t) (1.2)

�Ǳ����������������������Ǳ�����	����

qcl
i (t)����������
�������������	��	�	��

�����������Ǳ

qi(t) = qcl
i (t) + δqi(t) (1.3)


���������Ǳq(tb), q(ta)�Ǳ���������	�
����

	�������A[qi]�δqi(t)���
���������

δA[qi] ≡ {A[qi + δqi] −A[qi]}lin term in δqi
. (1.4)

1���������������1.13������

1



2 1 ���������			

������	
�	��������
�����	����

δA[qi]
∣∣∣
qi(t)=qcl

i (t)
= 0 (1.5)

������	���Ǳδqi(t) ≡ qi(t) − qcl
i (t)��
��Ǳ0����

δqi(ta) = δqi(tb) = 0. (1.6)

��	���	�
������������	�
�����������

���A[qi]�	��

δA[qi] = {A[qi + δqi] −A[qi]}lin

=
∫ tb

ta
dt {L (qi(t) + δqi(t), q̇i(t) + δq̇i(t), t) − L (qi(t), q̇i(t), t)}lin

=
∫ tb

ta
dt

{
∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δq̇i(t)

}

=
∫ tb

ta
dt

{
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

}
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δqi(t)

∣∣∣∣tb
ta

. (1.7)

������ δq̇i ��
����
������	�����������
����� ��(1.6)������ t ��ta � tb��
������ �	��
���
������������ qcl

i (t) ���-�������

d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
. (1.8)

������������������	�
������	���–	�
��

H ≡ ∂L

∂q̇i
q̇i − L(qi, q̇i, t). (1.9)

���	�Ǳ�	��������������	�����	[1]�H ���
	���� qi � q̇i��� qi ����� pi���	���N ������

pi ≡ ∂

∂q̇i
L(qi, q̇i, t). (1.10)

Ǳ�����	� pi, qi ��	��� H (pi, qi, t)���� q̇i ����(1.10)�

q̇i = vi(pi, qi, t). (1.11)

�
�����Hessian metric�

Hij(qi, q̇i, t) ≡ ∂2

∂q̇i∂q̇j
L(qi, q̇i, t) (1.12)
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�������
	�������
�
(1.9)������� pi �qi Ǳ	��
	����

H (pi, qi, t) = pivi(pi, qi, t) − L (qi, vi (pi, qi, t) , t) . (1.13)

��	����	������Ǳ pi(t) � qi(t) �	��

A[pi, qi] =
∫ tb

ta
dt
[
pi(t)q̇i(t) −H(pi(t), qi(t), t)

]
. (1.14)

����	�	�������� �����
������ pcl
i (t)�qcl

i (t) �
����
���������������	��	�	���������

��
����� qi(t) �
�
��	����(1.3)�(1.6)���������
	��

qi(t) = qcl
i (t) + δqi(t), δqi(ta) = δqi(tb) = 0,

pi(t) = pcl
i (t) + δpi(t).

(1.15)

����	���	�Ǳ

δA[pi, qi] =
∫ tb

ta
dt

[
δpi(t)q̇i(t) + pi(t)δq̇i(t) − ∂H

∂pi

δpi − ∂H

∂qi
δqi

]

=
∫ tb

ta
dt

{[
q̇i(t) − ∂H

∂pi

]
δpi −

[
ṗi(t) +

∂H

∂qi

]
δqi

}

+ pi(t)δqi(t)
∣∣∣tb
ta
.

(1.16)

���������	�Ǳ
�
����� pcl
i (t), qcl

i (t) ���
�	��
�
�����

ṗi = −∂H
∂qi

,

q̇i =
∂H

∂pi

.

(1.17)

��(1.9)��(1.10)��
�

	������	-	�
���(1.8)����
�� pi � qi ��� 2N 
����Ǳ����

�	�� O(pi(t), qi(t), t) ���	���		��
���

d

dt
O (pi(t), qi(t), t) =

∂O

∂pi
ṗi +

∂O

∂qi
q̇i +

∂O

∂t
. (1.18)

�
���������������(1.17)��
�
���

dO

dt
=

∂H

∂pi

∂O

∂qi
− ∂O

∂pi

∂H

∂qi
+
∂O

∂t

≡ {H,O} +
∂O

∂t
.

(1.19)
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�
�
��� {. . . , . . .} ��Ǳ�������Ǳ:

{A,B} ≡ ∂A

∂pi

∂B

∂qi
− ∂B

∂pi

∂A

∂qi
, (1.20)

���	����� i 	��������������


{A,B} = −{B,A} 
��� (1.21)

{A, {B,C}} + {B, {C,A}} + {C, {A,B}} = 0 
������ (1.22)

�
��������Ǳ
�����Ǳ�����

	�����(1.19)���
���

d

dt
pi = {H, pi} =

∂H

∂pj

∂pi

∂qj
− ∂pi

∂pj

∂H

∂qj
= −∂H

∂qi
,

d

dt
qi = {H, qi} =

∂H

∂pj

∂qi
∂qj

− ∂qi
∂pj

∂H

∂qj
=
∂H

∂pi
.

(1.23)

��������	� pi, qi ��
�������

{pi, qj} = δij ,

{pi, pj} = 0,

{qi, qj} = 0”

(1.24)

�
�� O(pi, qi) ��������� H ��(�{O,H} = 0)��
�(1.19)��O(pi, qi)����	����Ǳ������
�����
�	
��� H������������Ǳ

H = H(pi, qi). (1.25)

�������������
����

	�
�������������� qi ��	�� Qi Ǳ��������

������ qi ����
2��	����

qi = fi(Qj , t). (1.26)

�������	��������������������

Qi = f−1
i(qj , t). (1.27)

�� Qi � qi �������������
� fi ����
�
��	���

det

(
∂fi

∂Qj

)
�= 0. (1.28)

2������������������������������-����
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���	�
����� Qi ��Ǳ

L′
(
Qj , Q̇j, t

)
≡ L

(
fi (Qj, t) , ḟi (Qj , t) , t

)
(1.29)

�	��Ǳ

A =
∫ tb

ta
dt L′

(
Qj(t), Q̇j(t), t

)

=
∫ tb

ta
dt L

(
fi (Qj(t), t) , ḟi (Qj(t), t) , t

)
.

(1.30)

�
������
		� δQj(t), δQ̇j(t)���� δQj(ta) = δQj(tb) = 0���

���

d

dt

∂L′

∂Q̇j

− ∂L′

∂Qj
= 0. (1.31)

�����
�������	�����

δA =
∫ tb

ta
dt

(
∂L

∂qi
δfi +

∂L

∂q̇i
δḟi

)

=
∫ tb

ta
dt

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δfi +

∂L

∂q̇i
δfi

∣∣∣tb
ta
.

(1.32)

�
 δqi ��	���� δfi ��Ǳ������
� δqi(ta) = δqi(tb) =
0� δfi Ǳ���
��Ǳ
�
��� qi(t) �	�
������Qj(t)��
�Ǳ�����
	��	�	�

���	������� q̇i(t) �	������
�����������
������� Q̇j�

q̇i = ḟi(Qj, t) =
∂fi

∂Qj
Q̇j +

∂fi

∂t
. (1.33)

������Ǳ������� pi, qi 	�Ǳ��� Pj, Qj �������

�������
	���

pi = pi(Pj , Qj, t),

qi = qi(Pj , Qj, t),
(1.34)

�	�Ǳ
Pj = Pj(pi, qi, t),

Qj = Qj(pi, qi, t).
(1.35)

�������	-	�
��� �����	��		����	���		
���� Pj(t), Qj(t) �	������������	����������
�	� pi(t), qi(t) → Pj(t), Qj(t) �Ǳ��	�� ����	������	��
��	��������	�∫ tb

ta
dt [piq̇i −H(pi, qi, t)] =

∫ tb

ta
dt
[
PjQ̇j −H ′(Pj , Qj, t)

]

+ F (Pj, Qj , t)
∣∣∣tb
ta
,

(1.36)
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�
� H ′(Pj, Qj , t) �����	���������
�����
� pi(t), qi(t)���������������H

′(Pj, Qj , t)� H(pi, qi, t) �
�����	�����	��
����	����	���	����

� Pj(t) � Qj(t) �	��
����

Ṗi = −∂H
′

∂Qi
,

Q̇i =
∂H ′

∂Pi
.

(1.37)

���(1.36)�
������	� Pj(t), Qj(t) ����	�(1.36)������
��

∫ tb

ta
dt

{
pi

(
∂qi
∂Pj

Ṗj +
∂qi
∂Qj

Q̇j +
∂qi
∂t

)
−H(pi(Pj, Qj , t), qi(Pj, Qj , t), t)

}
, (1.38)

	(1.36)����
����

∫ tb

ta

{(
Pj − pi

∂qi
∂Qj

)
dQj − pi

∂qi
∂Pj

dPj

−
(
H ′ + pi

∂qi
∂t

−H

)
dt

}
= −F (Pj , Qj, t)

∣∣∣tb
ta
.

(1.39)

������ (2N + 1) 
����������
��� 2N 
���	
� pi, qi ��� t �����������
��
���	��
������
����������Ǳ���������
���	[2]� �����	��
�����������
������	����Ǳ

∂pi

∂Pk

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂Pk

∂pi

∂Ql
= δkl,

∂pi

∂Pk

∂qi
∂Pl

− ∂qi
∂Pk

∂pi

∂Pl

= 0, (1.40)

∂pi

∂Qk

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂Qk

∂pi

∂Ql

= 0,

�
∂pi

∂t

∂qi
∂Pl

− ∂qi
∂t

∂pi

∂Pl
=

∂(H ′ −H)

∂Pl
,

∂pi

∂t

∂qi
∂Ql

− ∂qi
∂t

∂pi

∂Ql
=

∂(H ′ −H)

∂Ql
.

(1.41)

���������	������������	���������Ǳ

(Pk, Ql) = δkl,

(Pk, Pl) = 0,

(Qk, Ql) = 0. (1.42)
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�����������	��Ǳ��symplectic�	�� �����
���
�����
���

J =

⎛
⎝ ∂Pi/∂pj ∂Pi/∂qj

∂Qi/∂pj ∂Qi/∂qj

⎞
⎠ , (1.43)

�����

J−1 =

⎛
⎝ ∂pi/∂Pj ∂pi/∂Qj

∂qi/∂Pj ∂qi/∂Qj

⎞
⎠ , (1.44)

���
��Ǳ

E =

(
0 δij

−δij 0

)
, (1.45)

����	�
���(1.42)�������

{Pk, Ql} = δkl,

{Pk, Pl} = 0, (1.46)

{Qk, Ql} = 0.

�������	�
���� 2N × 2N ��

L ≡
⎛
⎝ −(Qi, Pj) −(Qi, Qj)

(Pi, Pj) (Pi, Qj)

⎞
⎠ (1.47)

���� (E−1J−1E)TJ−1��������������

P ≡
⎛
⎝ {Pi, Qj} −{Pi, Pj}

{Qi, Qj} −{Qi, Pj}

⎞
⎠ (1.48)

��� J(E−1JE)T�
�� L = P−1�����(1.42)�(1.46)�������
�	�	�
���(1.42)��
 piq̇i − PjQ̇j � 2N 
���� Pj � Qj ���

�����������(1.46)Ǳ����

piq̇i − PjQ̇j =
d

dt
G(Pj, Qj , t). (1.49)

�
����	�pi, qi�����(1.24)���Pi, Qi �����(1.46)����
����

� � � � � �(1.41)� � � � � 	 � � � � � � � � � � � �
	 H(pi, qi, t) � H ′(Pj, Qj , t)����
��	�
���(1.42)����
�(1.46)�Ǳ	� pi, qi → Pj, Qj ��Ǳ��	��	��	�

��	�����������	�������
� J(E−1JE)T �� 2N×
2N �
��(1.48)�
��det (J) = ±1�
�

∏
i

∫
[dpi dqi] =

∏
j

∫
[dPj dQj ] . (1.50)
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������	������
�� 	����	�
������

� pi, qi � Pj , Qj ��
[������(1.39)������Ǳ Pj, Qj, t ���
����]�
������������� Pj, Qj ����
������

{A,B}′ ≡ ∂A

∂Pj

∂B

∂Qj
− ∂B

∂Pj

∂A

∂Qj
, (1.51)

����(1.19)�
	��������� O (Pj(t), Qj(t), t) �
���	Ǳ

dO

dt
= {H ′, O}′ + ∂O

∂t
, (1.52)

���������
�������

{Pi, Qj}′ = δij ,

{Pi, Pj}′ = 0,

{Qi, Qj}′ = 0.

(1.53)

��	����������
���� F 
	������������
�(1.36)�������������������������

F = F (qi, Qj, t). (1.54)

�����
��

∫ tb

ta
dt [piq̇i −H(pi, qi, t)] =

∫ tb

ta
dt

[
PjQ̇j −H ′(Pj, Qj , t) +

d

dt
F (qi, Qj, t)

]
, (1.55)

� −ṖjQj + d
dt
PjQj 
� PjQ̇j���

F (qi, Pj, t) ≡ F (qi, Qj , t) + PjQj ,

��
	��
������

∫ tb

ta
dt
{
piq̇i + ṖjQj − [H(pi, qi, t) −H ′(Pj, Qj , t)]

}

=
∫ tb

ta
dt

{
∂F

∂qi
(qi, Pj, t)q̇i +

∂F

∂Pj
(qi, Pj, t)Ṗj +

∂F

∂t
(qi, Pj , t)

}
.

(1.56)

����
����������	����

pi =
∂

∂qi
F (qi, Pj, t),

Qj =
∂

∂Pj
F (qi, Pj, t).

(1.57)
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������ F (qi, Pj, t) � F (qi, Qj, t) ���������	��
�	���Ǳ

H ′(Pj, Qj, t) = H(pi, qi, t) +
∂

∂t
F (qi, Pj, t). (1.58)

� � � �(1.54)� � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � �
� F (qi, Pj, t), F (pi, Qj, t), F (pi, Pj, t)���
����	��
�
�	����� F (qi, Pj) ���������� Pj ≡ αj�������

���
�����	������
��� Qj �Ǳ�����Ǳ�����

������������(1.58)�� H ′ Ǳ
����� F (qj, Pj, t)�����
�����Ǳ
������ Pj Ǳ�	����
������
����

∂

∂t
F (qi, Pj, t) = −H(pi, qi, t), (1.59)

�
	�������	���(1.57)�
��������� F (qi, Pj, t)���
����

∂tF (qi, Pj, t) = −H(∂qi
F (qi, Pj, t), qi, t), (1.60)

�Ǳ���-�����. �

��������������
��� ∂t ≡
∂/∂t, ∂qi

≡ ∂/∂qi
�

������	���������	��	�(1.14)���������
�	
��������� t �Ǳ�������
����������	�
������ A(qi, t)�	���(1.14)������
�������
���
�
�
����
���		��	���		���

�
�(1.16)��
����Ǳ

δA[pi, qi] = pi(tb)δqi(tb) − pi(ta)δqi(ta). (1.61)

	�
������Ǳ	����(1.57)��
��������� A(qi, t)�
��

pi =
∂

∂qi
A(qi, t). (1.62)

���� A(qi, t) �����

d

dt
A(qi(t), t) = pi(t)q̇i(t) −H(pi(t), qi(t), t). (1.63)

�(1.62)��������

∂tA(qi, t) = −H(pi, qi, t). (1.64)

�
�������� pi �(1.62)�
	
��� A(qi, t) ���Ǳ	��-
�
��������

∂tA(qi, t) = −H(∂qi
A(qi, t), qi, t). (1.65)
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1.2 ����������

���	
������	�����������	���������


����

A = −Mc2
∫
dτL(q, q̇) = −Mc2

∫
dτ
√
gμν q̇μ(τ)q̇ν(τ), (1.66)

�� τ �������	���������	��� τ ��� L(q, q̇) ≡ 1��
���
���Ǳ���
����proper time����	� τ��	-	�
�
�� (1.8) ���Ǳ

d

dt

[
1

L(q, q̇)
gμν q̇

ν

]
=

1

2L(q, q̇)
(∂μgκλ) q̇

κq̇λ. (1.67)

�
 τ ��� L(q, q̇) ≡ 1 �
��������
�Ǳ

d

dt
(gμν q̇

ν) =
1

2
(∂μgκλ) q̇

κq̇λ, (1.68)

�	

gμν q̈
ν =

(
1

2
∂μgκλ − ∂λgμκ

)
q̇κq̇λ. (1.69)

Ǳ
��������� ∂μ ����� ∂/∂qμ������
�����	��

�������
	

�����Christoffel symbol�

Γ̄λνμ ≡ 1

2
(∂λgνμ + ∂νgλμ − ∂μgλν), (1.70)

�
��	

����3

Γ̄ μ
κν ≡ gμσΓ̄κνσ. (1.71)

(1.69)����Ǳ
q̈μ + Γ̄κλ

μq̇κq̇λ = 0. (1.72)

���������������
�	��	�����Ǳ���.

1.3 ����

����Ǳ���
������
�����������������

����		�����

��������
��������	����

�
����������������	������
������
�	

�����������������	�

��������������

����������������
������
����Ǳ
����


�����

3�������������, ������, Wiley, New York, 1972, (1.70)�������
���������������J.A. Schouten, Ricci Calculus, Springer, Berlin, 1954. It will
allow for a closer analogy with gauge fields in the construction of the Riemann tensor as a covariant
curl of the Christoffel symbol in Chapter 10. ��H. Kleinert, Gauge Fields in Condensed Matter ,
Vol. II Stresses and Defects , World Scientific Publishing Co., Singapore 1989, pp. 744-1443
(http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/b2).
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1.3.1 Bragg
��
�

�������
���������	�������
�������

�����
��Ǳ p ����
���������	�������Æ��
������	�Bragg��. ������
���������������
����������
������������������

p = (p1, p2, . . . , pD). (1.73)


���������

x = (x1, x2, . . . , xD) (1.74)

���D 
��������������
���������	�����
�


Ψp(x, t) = eikx−iωt, (1.75)

�� k Ǳ�� p������ω Ǳ����� 
���������� x′ ��
�Ǳ	�����	�����	Ǳ����Ǳ eikR/R (�� R ≡ |x − x′|�k ≡
|k|)��
Ǳ λ = 2π/k����
��������������� Ψ(x, t)��
���
�� |Ψ(x, t)|2 �������
�����
�������
���������
������
������
��

�����	

�������

��Ǳ d����������� R ��
������
����������(��. 1.1)

eikx

dN
dt ∝

∣∣∣eik(R+ 1
2d sin ϕ) + eik(R− 1

2 d sin ϕ)
∣∣∣2 1

R2

Figure 1.1 ��������������������������

dN

dt
∝ |Ψ1 + Ψ2|2 ≈

∣∣∣eik(R+ 1
2
d sinϕ) + eik(R− 1

2
d sinϕ)

∣∣∣2 1

R2
, (1.76)

�� ϕ ���
����Æ��
����Ǳ��������	Ǳ���� Ψ(x, t) ��������

�������
�����������
� x ���������

� d3x |Ψ(x, t)|2 Ǳ� x �
���� d3x ���������
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1.3.2 �
�

	�
�������������Æ��� ϕ ��������	���
������Ǳ

p = h̄k, (1.77)

��� h̄ Ǳ����
	�������	��������

h̄ ≡ h

2π
= 1.0545919(80)× 10−27erg sec (1.78)

(��
��������
����
����)�� Ψ(x, t) ��������
Ǳ�����������������������
������
���

��������������	������	������	�
����

����� e−iωt ���������������

E = h̄ω, (1.79)

�
����� h̄ �(1.77)�����

�������
������ ω �
�� k ����� ω/c = |k|��� c Ǳ����	Ǳ c ≡ 299 792.458 km/s��
�������������� E/c = |p| ����
�����������
���(1.77)����� h̄ �����(1.79)�����
�
�������������(1.77)���	����������

�(1.79) �
�����������	�
����
�������Ǳ p �
��������������
Ǳ λ = 2π/|k| = 2πh̄/|p|��������Ǳ

Ψp(x, t) = N ei(px−Ept)/h̄, (1.80)

��� N Ǳ��������	���������������	�����
���������Ǳ��������������

j(x, t) ≡ −i h̄
2m

ψ∗(x, t)
↔∇ ψ(x, t) (1.81)

����������������
↔∇ ���
�����������

ψ∗(x, t)
↔∇ ψ(x, t) ≡ ψ∗(x, t)

→∇ ψ(x, t) − ψ∗(x, t)
←∇ ψ(x, t)

≡ ψ∗(x, t)∇ψ(x, t) − [∇ψ∗(x, t)]ψ(x, t). (1.82)

�� Ep �������������������	��
�Ǳ M ��

���� Ep = p2/2M����	����� Ep = c

√
p2 +M2c2������


����� Ep = c|p|�Ǳ��
�������� ������
����
� Ep = h̄ω �����
���������������������(1.80)��Ǳ�����	�.

�������
���(1.80)�����

Ψ(x, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
f(p)ei(px−Ept)/h̄. (1.83)
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��
��	����Fourier inversion theorem���������
���
� f(p)�

f(p) =
∫
d3x e−ipx/h̄Ψ(x, 0). (1.84)

������� f(p) ������������� t = 0����	���
���� Ψ(x, t)������ Ψ(x, 0) ��������� x̄ �
�����
� f(p) �
�Ǳ��
 f(p) ∼ e−ipx̄/h̄������������������


���
�������������������	�	�����
�

�����	��f(p) ����������� p̄�������������
�����
�������� Ψ(x, t) ∼ ei(p̄x−Ep̄t)/h̄ ���

����Ψ(x, 0) �������� f(p) ������������
��

ΔxΔp ∼ h̄. (1.85)

����������
��Heisenberg’s principle of uncertainty���
�

����	��
����������������������Ǳ����

�(1.83)�����������	�
���Ǳ

v̄ = ∂Ep̄/∂p̄. (1.86)

���Ǳ������� p̄�

1.3.3 �����

����������������	����
�Ǳ M���	����
�� Ep Ǳ

H(p) = Ep =
p2

2M
. (1.87)

������	��� Ψp(x, t) �����

∫ d3p

(2πh̄)3
f(p) [H(p) − Ep] ei(px−Ept)/h̄ = 0. (1.88)

������	�� p � Ep ���
�����

p̂ = −ih̄∇,

Ê = ih̄∂t”
(1.89)

����(1.88)��������

[H(−ih̄∇) − ih̄∂t)]Ψ(x, t) = 0. (1.90)

�����������������

��		��� H(p,x, t)�����(1.90)	�Ǳ

(
Ĥ − ih̄∂t

)
Ψ(x, t) = 0, (1.91)
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�� Ĥ �����
Ĥ ≡ H(−ih̄∇,x, t). (1.92)



� p → p̂ = −ih̄∇���	��	��� H(p,x, t) ������Ĥ���
���Ǳ��
��4 �1.13	�1.15	��������
����
����
��������

� x � t ��������������(1.89)���	�������

[p̂i, xj ] = −ih̄, [Ê, t] = 0 = ih̄. (1.93)

�
	������������Æ
 ΨEn(x, t) = e−iEnt/h̄ΨEn(x) ����
��������� ΨEn(x) ���������
������������

Ĥ(p̂,x)ΨEn(x) = EnΨEn(x). (1.94)

����	(1.91)��������
�������
�	���

H(p,x) =
p2

2M
− e2

r
, (1.95)

���	�������
��
�������
�������
���

� M ��������
��
������
�� |Ψ(x, t)|2 ���Ǳ�	��������������

�
	����������
��Ǳ1�∫
d3x |Ψ(x, t)|2 = 1. (1.96)

������������������������	����Ǳ���5 �

���	��� Ψ1,Ψ2���∫
d3x [ĤΨ2(x, t)]

∗Ψ1(x, t) =
∫
d3xΨ∗2(x, t)ĤΨ1(x, t). (1.97)

����Ψ(x, t) ��������(1.91)���
������ Ĥ ������
� Ĥ†���	��� Ψ1(x, t),Ψ2(x, t)���∫

d3xΨ∗2(x, t)Ĥ
†Ψ1(x, t) ≡

∫
d3x [ĤΨ2(x, t)]

∗Ψ1(x, t) (1.98)

4Our formulation of this principle is slightly stronger than the historical one used in the initial
phase of quantum mechanics, which gave certain translation rules between classical and quantum-
mechanical relations. The substitution rule for the momentum runs also under the name Jordan
rule.

5Problems arising from unboundedness or discontinuities of the Hamiltonian and other
quantum-mechanical operators, such as restrictions of the domains of definition, are ignored here
since they are well understood. Correspondingly we do not distinguish between Hermitian and self-
adjoint operators (see J. v. Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik , Springer,
Berlin, 1932). Some quantum-mechanical operator subtleties will manifest themselves in this book
as problems of path integration to be solved in Chapter 12. The precise relationship between the
two calls for further detailed investigations.
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�����
�� Ĥ �������� Ĥ† ���

Ĥ = Ĥ†. (1.99)

���Ǳ������	�����
����Ǳ

∫
d3xΨ∗2(x, t)Ψ1(x, t)����

������	�������� (1.91)������� Ĥ Ǳ��������
�������	��

ih̄
d

dt

∫
d3xΨ∗2(x, t)Ψ1(x, t)

=
∫
d3xΨ∗2(x, t)ĤΨ1(x, t) −

∫
d3x [ĤΨ2(x, t)]

∗Ψ1(x, t) = 0.

(1.100)

�Ǳ	���������������
∫
d3x |Ψ(x, t)|2 = 1.


���
 Ĥ ������������� Ĥ ����Æ
��
����
		�(H −H†)/i ��	�Æ
����
�

p̂ = −ih̄∇ � x ���Ǳ������
 Ĥ ������������ Ĥ Ǳ
Ǳ�����

H(p,x, t) = T (p, t) + V (x, t). (1.101)

������������	��������������
 p � x ���
�� H �������� p2x2���
��	����������� Ĥ��
���������
���������� p̂ ����� x̂ ���
���
�
����[�� αp̂2x̂2 + βx̂2p̂2 + γp̂x̂2p̂��� α+ β + γ = 1]�������
������ p2x2����������
�������������
��

��Ǳ��������
�������������	��
�
����

�
������������	�����Ǳ
����
��������

�����
�Ǳ�������
10�����������
������
����! H(p,x, t) ���(1.101)�������

1.3.4 ��� �

��� �(1.96)������� �����
����� ������
������

j(x, t) ≡ −i h̄
2m

ψ(x, t)
↔∇ ψ(x, t) (1.102)

�����

ρ(x, t) = ψ∗(x, t)ψ(x, t) (1.103)

�����

∂tρ(x, t) = −∇ · j(x, t) (1.104)

�������� V���Ǳ S���� ����������������
� ∫

V
d3x ∂tρ(x, t) = −

∫
V
d3x∇ · j(x, t) = −

∫
S
dS · j(x, t), (1.105)
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�� dS ��
��������������������������	�
����� j(x, t) ����.
���(1.105)���������!���
��Ǳ
����������

�� �(1.96)�
������� N ������������������ 3N �����

� xν (ν = 1, . . . , N) ����	�������


H(pν ,xν , t) =
N∑

ν=1

p2
ν

2Mν

+ V (xν , t), (1.106)

�� H � V ��	� pν ,xν ���
� pν ,xν , ν = 1, 2, 3, . . . , N���
� Ψ(xν , t) �� N ��������

{
−

N∑
ν=1

[
h̄2

2Mν
∂xν

2 + V (xν , t)

]}
Ψ(xν , t) = ih̄∂tΨ(xν , t). (1.107)

1.4 ���������

	���Æ����� Ψ(x, t) ���	��	
������������
������ 
���	� x ���
�����������������
���D 
�� v ������� vi ���
�Ǳ i = 1, . . .D�������
� Ψ(x, t) ��	� x ��
��

Ψ(x, t) ≡ Ψx(t). (1.108)

����
�norm���Ǳ
|v|2 =

∑
i

v∗i vi. (1.109)

���������������Ǳ

|Ψ|2 =
∫
d3xΨ∗x(t)Ψx(t) =

∫
d3xΨ∗(x, t)Ψ(x, t). (1.110)

����	(1.96)����� |Ψ| = 1, �ΨǱ���������
���

1.4.1 ��	�

��������������	����� bi
a, a = 1, . . . , D�, �����

��������Ǳ6

vi =
∑
a

bi
ava, (1.111)

�� va ������

va ≡∑
i

bi
a∗vi. (1.112)

6������������� vi =
∑

a bi
av

(b)
a ��������������������

�������������� i, j, k, . . . �	������ b 	����� a, b, c, . . . �	�
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�����������
7�

∑
i

bi
a∗bi

a′
= δaa′

, (1.113)

Ǳ	����	
����������

∑
a

bi
a∗bj

a = δij . (1.114)

����(1.108)����������
������Ǳ����� ���
��
����������

xn = (n1, n2, n3)ε, n1,2,3 = 0,±1,±2, . . . . (1.115)

���������Ǳ�����������
Ǳ ε����� hn(x)���
� xn ����Ǳ ε3 ������	���
��	
�

hn(x) =

{
1/
√
ε3 |xi − xn i| ≤ ε/2, i = 1, 2, 3.

0 otherwise.
(1.116)

������������∫
d3xhn(x)∗hn′

(x) = δnn′
. (1.117)

���
���

Ψ(x, t) =
∑
n

hn(x)Ψn(t) (1.118)

��Ǳ

Ψn(t) =
∫
d3xhn(x)∗Ψ(x, t) ≈

√
ε3Ψ(xn, t). (1.119)

������ε ����	���������������������
� Ψ(x, t) ���
�������
 Ψ(x, t) ���������(1.118)���
�	��Ǳ Ψ(x, t)�������������
����������Ǳ	
��������������Ǳ�����
����(1.119)�������
� ε → 0 ��	
�����	������������
���� hn(x) �
������ fa(x), gb(x) �����	Ǳ
�������� ε������	
������

������������������������� fa(x)�∫
d3x fa(x)∗fa′

(x) = δaa′
, (1.120)

����������
��

Ψ(x, t) =
∑
a

fa(x)Ψa(t), (1.121)

7�������������������������
��orthonormality relation�
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���Ǳ

Ψa(t) =
∫
d3x fa(x)∗Ψ(x, t). (1.122)

�!����������������� f̃ b(x)�

∫
d3x f̃ b(x)∗f̃ b′(x) = δbb′ ,

∑
b

f̃ b(x)f̃ b(x′)∗ = δ(3)(x − x′)” (1.123)

�������

Ψ(x, t) =
∑

b

f̃ b(x)Ψ̃b(t), (1.124)

���Ǳ

Ψ̃b(t) =
∫
d3x f̃ b(x)∗Ψ(x, t). (1.125)

�(1.121)�
�������������Ǳ

Ψ̃b(t) =
∑
a

[∫
d3x f̃ b(x)∗fa(x)

]
Ψa(t). (1.126)

1.4.2 
�-�����

������������
�-������Ǳ

〈b̃|a〉 ≡
∫
d3x f̃ b(x)∗fa(x). (1.127)

�������(1.122)�(1.125)��
�� Ψ(x, t) ���Ǳ

Ψa(t) = 〈a|Ψ(t)〉,
Ψ̃b(t) = 〈b̃|Ψ(t)〉.

(1.128)

	���(1.126)����Ǳ

〈b̃|Ψ(t)〉 =
∑
a

〈b̃|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.129)

����� ∑
a

|a〉〈a| = 1 (1.130)

�
 〈b̃| � |Ψ(t)〉 �������

〈b̃|Ψ(t)〉 = 〈b̃|1|Ψ(t)〉 =
∑
a

〈b̃|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.131)


Ǳ������ f b(x) ������������
���������
�(1.130)���Ǳ����������
�Ǳ��Ǳ�		�������
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������������� 〈a|a′〉��		����������

� 〈a| � |a′〉 �
Ǳ
��bra�����ket�� �
�-�������
� fa(x) � gb(x) ����������Ǳ

〈a|a′〉 =
∫
d3x fa(x)∗fa′

(x) = δaa′
,

〈b̃|b̃′〉 =
∫
d3x f̃ b(x)∗f̃ b′(x) = δbb′ .

(1.132)

���������Ǳ��(1.116)�

�������
��
Ǳ 〈xn| � |xn〉�����(1.117)�
�-���������Ǳ

〈xn|xn′〉 ≡
∫
d3xhn(x)∗hn′

(x) = δnn′ . (1.133)

�� Ψn(t) ���	��
�����

Ψn(t) ≡ 〈xn|Ψ(t)〉 ≈
√
ε3Ψ(xn, t). (1.134)

����	����	��� |xn〉 	Ǳ |a〉������
�(1.130)����	
	�����
	�
���
��

Ψn(t) = 〈xn|Ψ(t)〉 =
∑
a

〈xn|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.135)

��Ǳ��
〈a|Ψ(t)〉 =

∑
n

〈a|xn〉〈xn|Ψ(t)〉. (1.136)

����(1.135)��� ∫
d3xhn(x)∗〈x|Ψ(t)〉. (1.137)

�
���(1.136)���hn(x) ��������Ǳ

∑
n

|xn〉〈xn| ≈ 1. (1.138)

�������
��� ε→ 0���������		����

1.4.3 ���	

�����������������	���
������������

��

〈x|Ψ(t)〉 ≈ 1√
ε3
〈xn|Ψ(t)〉, (1.139)

�� xn ������
 x ����(1.134)��������� Ψ(xn, t)���
	 ε→ 0 
�x � xn ������

〈x|Ψ(t)〉 ≡ Ψ(x, t). (1.140)
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���������

〈a|Ψ(t)〉 ≈ ∑
n

〈a|xn〉〈xn|Ψ(t)〉

≈ ∑
n

ε3〈a|x〉〈x|Ψ(t)〉
∣∣∣
x=xn

,
(1.141)

��	 ε→ 0 
���	Ǳ��

〈a|Ψ(t)〉 =
∫
d3x 〈a|x〉〈x|Ψ(t)〉. (1.142)

����
�� 〈a| � |Ψ(t)〉 ���
��� 〈x| � |x〉 �������∫
d3x |x〉〈x| = 1� (1.143)

�������	���
�������

�� |Ψ(t)〉 ����|x〉��
�������	� |a〉 ���������������

〈a|Ψ(t)〉 =
∫
d3x 〈a|x〉〈x|Ψ(t)〉 (1.144)

���
 |Ψ(t)〉 �� |a〉 ���������� |x〉 ������� (1.129) �
����

Ǳ�������������
��	��
�������������

������	��
�������Ǳ���� |Ψ(t)〉���
������∑
a

|a〉〈a| = 1, (1.145)

�������	������
	��

|Ψ(t)〉 =
∑
a

|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.146)

����

��
���� 〈b|�������(1.131):

〈b|Ψ(t)〉 =
∑
a

〈b|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.147)

�����(1.138)�����
���Ǳ∫
d3x |x〉〈x| = 1, (1.148)

�����

|Ψ(t)〉 =
∫
d3x |x〉〈x|Ψ(t)〉, (1.149)

������ Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 ��	Ǳ
�� |Ψ(t)〉 �
 x ������
��|x〉 ������� |xn〉 ��	�

|x〉 ≈ 1√
ε3

|xn〉 , (1.150)
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xn������
 x ���

�����������������Ǳ���������������

	�
����

〈a|b̃〉 =
∫
d3x fa(x)∗f̃ b(x),

〈b̃|a〉 =
∫
d3x f̃ b(x)∗fa(x)

(1.151)

����

〈b̃|a〉 ≡ 〈a|b̃〉∗. (1.152)


���
�����Ǳ

|Ψ(t)〉 =
∑
a

|a〉〈a|Ψ(t)〉, (1.153)

�	�
���Ǳ

〈Ψ(t)| =
∑
a

〈Ψ(t)|a〉〈a|, (1.154)

�
��
�
� 〈x| ����
��
��
��� |x〉 ����

Ǳ��
��

1.4.4 ����

�		�
�-�����

�Ǳ�
�
	�����������
�
�� |x〉��	������������!���������

����
�����
Ǳ1�����
��������������
����	��
� |x〉 ��������������
 〈x| � |x′〉 ����Ǳ

〈x|x′〉 ≈ 1

ε3
〈xn|xn′〉 =

1

ε3
δnn′, (1.155)

���xn � xn′ �
������ x � x′ �
���� x �= x′ ����
��
���� x = x′ ������	 ε→ 0 �����
�Ǳ�
�����	�	
Ǳ���
���

ε3
∑
n′

1

ε3
δnn′ = 1. (1.156)


�����	�
 |x〉 ���������������
	�������
Ǳ������

�������	�
 |x〉 

����������	�
����������������������������������	

����
�

��� 〈x|x′〉 ������������		 δ �� δ(3)(x − x′)�:

〈x|x′〉 ≡ δ(3)(x − x′). (1.157)

������ x ≈ x′ ��
�����	������Ǳ
�
� δ ����

δ(3)(x − x′) = 0 for x �= x′. (1.158)
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� x = x′��	������������Ǳ1�

∫
d3x′ δ(3)(x − x′) = 1. (1.159)

��������������������(1.158)�(1.159)���(1.155)�
� δ����	� ε
�����������	������ 〈x|x′〉�
 |x〉�
���������������� ε→ 0 ���		Ǳ�

�	����(1.159)��� δ ����
�
�

δ(3)(a(x − x′)) =
1

|a|δ
(3)(x − x′). (1.160)

��
���
�������


δ(f(x)) =
∑

i

1

|f ′(xi)|δ(x− xi), (1.161)

���xi � f(x) ���
��

����δ���Ǳ�����generalized function�����distribution��
�����	���"�� f(x) ���	������	��������"�
��	�

δ[f ;x] ≡
∫
d3x δ(3)(x − x′)f(x′) = f(x). (1.162)

�"����
���������
�������

����������������[3]�����������������
�����������������	��δ ����
�����
���
����������10.8.1	��������
�������������
������������	���
��������������Ǳ���

���������������	
�������Ǳ���
������

���

�������"�������� Ψ(x, t)����
 |x〉 

�����
����Ǳ���� 〈x|x′〉��������

�������������
������

1.4.5 �		�����������

��
�-������������������������Ǳ����

Ĥ|Ψ(t)〉 ≡ H(p̂, x̂, t)|Ψ(t)〉 = ih̄∂t|Ψ(t)〉, (1.163)

�����
��	���Ǳ�

〈x|p̂ ≡ −ih̄∇〈x|, (1.164)

〈x|x̂ ≡ x〈x|. (1.165)
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	��������
�	����������������
����

� |x′〉���

〈x|p̂|x′〉 = −ih̄∇〈x|x′〉 = −ih̄∇δ(3)(x − x′), (1.166)

〈x|x̂|x′〉 = x〈x|x′〉 = xδ(3)(x − x′). (1.167)

����������(1.163)


� 〈x|������������
���
���(1.91)�

〈x|H(p̂, x̂, t)|Ψ(t)〉 = H(−ih̄∇,x, t)〈x|Ψ(t)〉
= ih̄∂t〈x|Ψ(t)〉. (1.168)

����p̂ � x̂ ����
�������

〈a|p̂|a′〉 = 〈a′|p̂|a〉∗, (1.169)

〈a|x̂|a′〉 = 〈a′|x̂|a〉∗, (1.170)

����	�����(1.101)������Ǳ�����

〈a|Ĥ|a′〉 = 〈a′|Ĥ|a〉∗� (1.171)

� |x〉 ������������������������������
�p̂, x̂, t Ǳ	����

Ô(t) ≡ O(p̂, x̂, t). (1.172)

�����
�������������
��������Ǳ������

������		���������� Ô†(t) ���(1.97)���������
�

〈a|Ô†(t)|a′〉 ≡ 〈a′|Ô(t)|a〉∗. (1.173)

������������������(1.169)–(1.171)

p̂ = p̂†,

x̂ = x̂†,

Ĥ = Ĥ†.

(1.174)

(1.94)����
����Ǳ�		�� |En〉������������

Ĥ|En〉 = En|En〉. (1.175)

1.4.6 ��


����
�� p̂ ���Æ
����Æ	����

p̂|p〉 = p|p〉. (1.176)
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 〈x| ���(1.164)����������

〈x|p̂|p〉 = −ih̄∂x〈x|p〉 = p〈x|p〉. (1.177)

��Ǳ

〈x|p〉 ∝ eipx/h̄. (1.178)

��
���
����������(1.75)��
�����������
Ǳ p ������
Ǳ�� |p〉 �
�norm��	�������	��	��������


Ǳ L���Ǳ L3 ����������	�����	���������	

Ǳ

pm =
2πh̄

L
(m1, m2, m3), mi = 0,±1,±2, . . . . (1.179)

��		 exp (ipmx/h̄) ���
���
�����

〈x|pm〉 =
1√
L3

exp (ipmx/h̄) , (1.180)

���
 |pm〉 �� ∫
d3x |〈x|pm〉|2 = 1. (1.181)


 |pm〉 ����� ∑
m

|pm〉〈pm| = 1. (1.182)

������������� 〈x|pm〉�������	���
	���

Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 =
∑
m

〈x|pm〉〈pm|Ψ(t)〉. (1.183)

�
����������� pm �����
�Ǳ��������[4]�

∑
m

≈
∫ d3pL3

(2πh̄)3
. (1.184)

����	
�|pm〉 �������������

|p〉 ≈
√
L3|pm〉, (1.185)

���(1.150)��� |xn〉 
	 |x〉 ����|x〉 ∼ (1/
√
ε3)|xn〉���
 |p〉 ��

����

〈p|p′〉 = (2πh̄)3δ(3)(p− p′), (1.186)

�
� δ(3)(p − p′) Ǳ��		 δ ���������Ǳ

∫
d3p

(2πh̄)3
|p〉〈p| = 1, (1.187)
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������(1.183)	Ǳ

Ψ(x, t) =
∫

d3p

(2πh̄)3
〈x|p〉〈p|Ψ(t)〉, (1.188)

�����Æ��Ǳ

〈x|p〉 = eipx/h̄. (1.189)

���������

〈p|Ψ(t)〉 = f(p)e−iEpt/h̄ (1.190)

���(1.188)���(1.83)�(1.84)��
�����
�������

�-�������������
�	��
��� 〈p|Ψ(t)〉 ��
��

����
∫
d3x|x〉〈x| = 1������
��	���

〈p|Ψ(t)〉 =
∫
d3x 〈p|x〉〈x|Ψ(t)〉

=
∫
d3x e−ipx/h̄Ψ(x, t).

(1.191)

�� 〈p|Ψ(t)〉 �Ǳ��������
�����(1.186)
����
���
������∫

d3x|x〉〈x| = 1 (1.192)

���� δ ����
�	�(1.186):

〈p|p′〉 =
∫
d3x 〈p|x〉〈x|p′〉

=
∫
d3x e−i(p−p′)x/h̄ = (2πh̄)3δ(3)(p− p′).

(1.193)

1.4.7 �����������

�����������
�����	��
�������������

�����(1.148)��Ǳ����Ǳ�����
���∫
dx |x〉〈x| = 1, (1.194)

	�Ǳ�������� xn = na �����

N∑
n=−N

|xn〉〈xn|. (1.195)

������
���Æ
 |p〉 �����
N∑

n=−N

〈p|xn〉〈xn|p′〉 =
N∑

n=−N

〈p|xn〉〈xn|p′〉 =
N∑

n=−N

ei(p−p′)na/h̄ (1.196)
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Figure 1.2 ����������
∑N

n=−N e2πiμn
�� N → ∞ �����μ ����

��Ǳ�������

�� N → ∞ ���������������
	���
∞∑

n=−∞
e2πiμn =

∞∑
m=−∞

δ(μ−m). (1.197)

� (p− p′)a/2πh̄ �
 μ�����(1.160)������

∞∑
n=−∞

〈p|xn〉〈xn|p′〉 =
∞∑

m=−∞
δ

(
(p−p′)a

2πh̄
−m

)
=

∞∑
m=−∞

2πh̄

a
δ

(
p−p′−2πh̄m

a

)
. (1.198)

Ǳ�
�����(1.197)�������������� s(μ) ≡ ∑
m δ(μ −

m) � μ �	�	���	Ǳ1����
�
� s(μ) =
∑∞

n=−∞ sne
2πiμn��
�

�� sn =
∫ 1/2
−1/2 dμ s(μ)e−2πiμn ≡ 1������(1.197)�
���������

���

���	���N�(1.197)�
�� n �����

N∑
n=−N

e2πiμn = 1 +
(
e2πiμ + e2·2πiμ + . . .+ eN ·2πiμ + c.c.

)

= −1 +

(
1 − e2πiμ(N+1)

1 − e2πiμ
+ c.c.

)
(1.199)

= 1 +
e2πiμ − e2πiμ(N+1)

1 − e2πiμ
+ c.c. =

sin πμ(2N + 1)

sin πμ
.

�����������Ǳ�� (�� 2.4)����� � 2N + 1 �

�
���������� μ = 0,±1,±2,±3, . . . ��
�������	��
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���������� ν = (1 + 4k)/2(2N + 1) ��� N − 1 ����	�
� ν = (1 + 2k)/(2N + 1) �Ǳ
��� k = 1, . . . , N − 1�
� μ = (p− p′)a/2πh̄ �
(1.199)����

N∑
n=−N

〈p|xn〉〈xn|p′〉 =
sin (p− p′)a(2N + 1)/2h̄

sin (p− p′)a/2h̄
. (1.200)

�������(1.199)�������	 N → ∞ 
	Ǳ��(1.197)����
����	
�
����	
������������
 n �������

∫ n/2N

−n/2N
dμ

sin πμ(2N + 1)

sin πμ
=
∫ n/2N

−n/2N
dμ

sin 2πμN cosπμ+cos 2πμN sin πμ

sin πμ
.

(1.201)

��
���� n/N 
 1�������� sin πμ
�Ǳ πμ�cosπμ
�Ǳ 1�
����	 N → ∞ 
�� n/N �	
����
���	Ǳ,

∫ n/2N

−n/2N
dμ

sinπμ(2N + 1)

sin πμ

N→∞−−−→
∫ n/2N

−n/2N
dμ

sin 2πμN

πμ
+
∫ n/2N

−n/2N
dμ cos 2πμN

N→∞−−−→ 1

π

∫ πn

−πn
dx

sin x

x
+

1

2πN

∫ πn

−πn
dx cosx

N→∞−−−→ 1, (1.202)

������� ∫ ∞
−∞

dx
sin x

x
= π. (1.203)

� N → ∞ ��	
��������(1.197)�(1.205)��
����������������������	���� f(μ) 
	��

���

∞∑
m=−∞

f(m). (1.204)

����(1.197)���������������������

∞∑
m=−∞

f(m) =
∫ ∞
−∞

dμ
∞∑

n=−∞
e2πiμnf(μ). (1.205)

� n ����������	��μ��Ǳ��������1.2��

1.5 ����

������������
���������		��������

� A = A(p,x) Ǳ�	��������	�Ǳ���	� p � x����
� A ������� p � x ���	��� H(p,x) �Æ�� L = x × p�	
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�����Æ��
����	����������� 
��� A ��	
� p � x 
�Ǳ����� p̂ � x̂�����������:

Â ≡ A(p̂, x̂). (1.206)

��
�����	����(1.92)���
���������������Ǳ
��������������
��������������������

�����
����	���(1.101)���	�8��
����������

���������
��������������������
����


�
	�����������
������������
��
8���
������	������

�������� Â ����������������
�������
�

Â|a〉 = a|a〉 (1.207)

������Æ�� |a〉���	Ǳ����������������Æ��
������������� |a〉 �������∑

a

|a〉〈a| = 1. (1.208)

���� |a〉 ��	�	
�� |Ψ(t)〉 ��	���� A ��������
Ǳ�
��������������� |a〉 
	���

|Ψ(t)〉 =
∑
a

|a〉〈a|Ψ(t)〉. (1.209)

��

〈a|Ψ(t)〉 (1.210)

�Ǳ������� A Ǳ�Æ	 a ������
��� Ψ(x, t) ���������������
�����Ǳ

Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉, (1.211)

������
��� x̂ �Æ	Ǳ x ������� |Ψ(x, t)|2 Ǳ x �����
����

������(1.206)� |Ψ(t)〉 ��	�	��Ǳ���

〈Ψ(t)|Â|Ψ(t)〉 ≡
∫
d3x〈Ψ(t)|x〉A(−ih̄∇,x)〈x|Ψ(t)〉. (1.212)

1.5.1 �����

�����	�[�(1.83), (1.84)���	]�����������
���
��
�
�����������������������
���

�

��������Ǳ Δx���
�������������� Δp�

ΔxΔp ∼ h̄. (1.213)

8���	Æ
� L = x × p �����
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	�������Æ������������� x̂ � p̂ �������
��
�����
��������

[p̂i, x̂j ] = −ih̄δij ,
[x̂i, x̂j ] = 0, (1.214)

[p̂i, p̂j ] = 0.

�����
�����
�������� Â �����	 a�����
�
�� Â ��Æ
�����Æ	Ǳ a:

Â|a〉 = a|a〉. (1.215)

������

|Ψ(t)〉 =
∑
a

|a〉〈a|Ψ(t)〉, (1.216)

���|〈a|Ψ(t)〉|2 �����Æ	 a �����
���������Æ	 a�
����
���� |a〉�
�� Â ��
�Æ
 |a〉��������������#�����
�

������� B̂ ����
��
����������	�����	�
�
 |a〉 Ǳ� B̂ ��Æ
�

B̂|a〉 = ba|a〉, (1.217)

ba ��� a ��Æ	��
������
 |a〉 �����

B̂Â|a〉 = baa|a〉 = aba|a〉 = ÂB̂|a〉, (1.218)

���� Â � B̂ ��������

[Â, B̂] = 0. (1.219)


��������
���Ǳ
��	�������������Æ��

Ǳ
���������	�

1.5.2 �����
�
��

���������������
��
�����������$��

��

ρ̂(t) ≡ |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|, (1.220)

�������Ǳ

ρ(x1,x2; t) = 〈x1|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|x2〉. (1.221)

�	�� f(x, p̂) �	�	������
	��

〈Ψ(t)|f(x, p̂)|Ψ(t)〉 = tr [f(x, p̂)ρ̂(t)] =
∫
d3x〈Ψ(t)|x〉f(x,−ih̄∇)〈x|Ψ(t)〉.

(1.222)
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�
� |Ψ(t)〉 ��Ǳ	����� Ĥ ��Æ�
 |En〉 ����|Ψ(t)〉 =∑
n |En〉〈En|Ψ(t)〉�������Ǳ������

ρ̂(t) ≡∑
n,m

|En〉ρnm(t)〈Em| =
∑
n,m

|En〉〈En|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|Em〉〈Em|. (1.223)


�

��������
�	���
�
��

W (X,p; t) ≡
∫ d3Δx

(2πh̄)3
eipΔx/h̄ρ(X + Δx/2,X − Δx/2; t) (1.224)

�� V (x) ��
�Ǳ M ��������
�
-�
���

(
∂t + v · ∇X

)
W (X,p; t) = Wt(X,p; t), v ≡ p

M
, (1.225)

��

Wt(X,p; t) ≡ 2

h̄

∫
d3q

(2πh̄)3
W (X,p− q; t)

∫
d3ΔxV (X− Δx/2)eiqΔx/h̄. (1.226)

� h̄ → 0 ��	
�� W (X,p− q; t) � q ����� V (X − Δx/2) � Δx �
��
	������� eiqΔx/h̄ �� Δx ���Ǳ −ih̄∇q���
	 Δx ��
����� (2πh̄)3δ(3)(q)��
	 q �����������������
�
�� (

∂t + v · ∇X

)
W (X,p; t) = −F (X)∇pW (X,p; t), v ≡ p

M
, (1.227)

�
� F (X) ≡ −∇XV (X) �� V (X) �����

1.5.3 �����	�

����������	�� N ��
��
���������
���
���� x1, . . . ,xN��
 H(pν ,xν , t) Ǳ	���������	Ǳ

H(p̂ν , x̂ν , t)|Ψ(t)〉 = ih̄∂t|Ψ(t)〉. (1.228)

���
������ |x1, . . . ,xN〉���
Ǳ
〈x1, . . . ,xN |x′1, . . . ,x′N〉 = δ(3)(x1 − x′1) · · · δ(3)(xN − x′N),∫
d3x1 · · · d3xN |x1, . . . ,xN〉〈x1, . . . ,xN | = 1,

(1.229)


���
〈x1, . . . ,xN |p̂ν = −ih̄∂xν 〈x1, . . . ,xN |,
〈x1, . . . ,xN |x̂ν = xν〈x1, . . . ,xN |. (1.230)

(1.228)���


� 〈x1, . . . ,xN |����� N ��������(1.107)��
���������������	�� N �
������
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1.6 ������

�
	��������������������(1.163)
	�����	
�Ǳ ta ���������Ǳ tb ����

|Ψ(tb)〉 = e−i(tb−ta)Ĥ/h̄|Ψ(ta)〉. (1.231)

��

Û(tb, ta) = e−i(tb−ta)Ĥ/h̄ (1.232)

�Ǳ��������������

ih̄∂tbÛ(tb, ta) = Ĥ Û(tb, ta). (1.233)

�� tb � ta ��
����������

Û−1(tb, ta) ≡ ei(tb−ta)Ĥ/h̄ = Û(ta, tb). (1.234)

	Ǳ ��
 i �	�����
�����Û ��������

Û † = Û−1. (1.235)


����
�

Û †(tb, ta) = ei(tb−ta)Ĥ†/h̄

= ei(tb−ta)Ĥ/h̄ = Û−1(tb, ta).
(1.236)

�
 H(p̂, x̂, t) �����������(1.163)����	�Ǳ������
�������� tb > ta�������Ǳ N + 1 ����������

������������Ǳ ε ≡ (tb − ta)/(N + 1)�
��������Ǳ
Ǳ tn = ta + nε, n = 0, . . . , N + 1����������(1.163)��
�����
Ǳ��������Ǳ����������

|Ψ(ta + ε)〉 ≈
(
1 − i

h̄

∫ ta+ε

ta
dt Ĥ(t)

) ∣∣∣Ψ(ta)
〉
,

|Ψ(ta + 2ε)〉 ≈
(
1 − i

h̄

∫ ta+2ε

ta+ε
dt Ĥ(t)

)
|Ψ(ta + ε)〉,

...

|Ψ(ta + (N + 1)ε)〉 ≈
(

1 − i

h̄

∫ ta+(N+1)ε

ta+Nε
dt Ĥ(t)

)
|Ψ(ta +Nε)〉.

(1.237)

�������������	�������

Û(tb, ta) ≈
(
1 − i

h̄

∫ tb

tN
dt′N+1 Ĥ(t′N+1)

)
× · · · ×

(
1 − i

h̄

∫ t1

ta
dt′1 Ĥ(t′1)

)
. (1.238)

�
�����	�	 N → ∞���

Û(tb, ta) = 1 − i

h̄

∫ tb

ta
dt′1 Ĥ(t′1) +

(−i
h̄

)2 ∫ tb

ta
dt′2
∫ t′2

ta
dt′1 Ĥ(t′2)Ĥ(t′1)

+
(−i
h̄

)3 ∫ tb

ta
dt′3
∫ t′3

ta
dt′2
∫ t′2

ta
dt′1 Ĥ(t′3)Ĥ(t′2)Ĥ(t′1) + . . . ,

(1.239)
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ta

tb

tbta t1

t2

Figure 1.3 ��(1.243)���������

�Ǳ��-�
��������Neumann-Liouville expansion� �������

	���Ǳ��

�������(2A.25)�
		��
���	�
������	����������

�
	��� ��

��������������
���
�����	������	
�

Ôn(tn) · · · Ô1(t1), (1.240)

���������������

T̂ (Ôn(tn) · · · Ô1(t1)) ≡ Ôin(tin) · · · Ôi1(ti1), (1.241)

��� tin , . . . , ti1 ���

�
������ tn, . . . , t1���

tin > tin−1 > . . . > ti1 . (1.242)

(1.241)��� c ����� T̂ ���������������-�
����
�����������(1.239)��
��

∫ tb

ta
dt2

∫ t2

ta
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1). (1.243)

��1.2� (t1, t2) ��������� t1, t2 ∈ [ta, tb] ��
���Æ�����
Æ�� �Æ�
���Æ�
�����Ǳ∫ tb

ta
dt2

∫ tb

t2
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1) (1.244)

�	��������������
���������������
��

����� T̂ ������

T̂
∫ tb

ta
dt2

∫ tb

t2
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1) (1.245)

��(1.243)��
����
��	���Æ�
��Æ�
�� t1 > t2���
�����Ǳ ∫ tb

ta
dt2

∫ tb

t2
dt1 Ĥ(t1)Ĥ(t2) (1.246)
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�������
�� ∫ tb

ta
dt1

∫ t1

ta
dt2 Ĥ(t1)Ĥ(t2). (1.247)


�	���	�
� t2 ↔ t1����������(1.243)����(1.243)��
���	��������
����������	��			(1.243)���
��	��	��(1.243)����Ǳ

1

2
T̂
∫ tb

ta
dt2

∫ tb

ta
dt1 Ĥ(t2)Ĥ(t1). (1.248)

�������� t1, t2 ��������
����������
�Ǳ

1

2
T̂
(∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

)2

. (1.249)

��������(1.239)��
 n ���Ǳ

1

n!
T̂
∫ tb

ta
dtn

∫ tb

ta
dtn−1 · · ·

∫ tb

ta
dt1 Ĥ(tn)Ĥ(tn−1) · · · Ĥ(t1)

=
1

n!
T̂

[ ∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

]n

.

(1.250)


�������� Û(tb, ta) ����Ǳ��

Û(tb, ta) = 1 − i

h̄
T̂
∫ tb

ta
dt Ĥ(t) +

1

2!

(−i
h̄

)2

T̂
(∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

)2

+ . . .+
1

n!

(−i
h̄

)n

T̂
(∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

)n
+ . . . .

(1.251)

���� T̂ �����
��������������������Ǳ

Û(tb, ta) = T̂ exp
{
− i

h̄

∫ tb

ta
dt Ĥ(t)

}
. (1.252)

�
 Ĥ ��������
��������������
	�������
����
(1.232).

Ĥ(t) ���	� δĤ(t) 			 Û(tb, ta)�

δÛ(tb, ta) =− i

h̄

∫ tb

ta
dt′ T̂ exp

{
− i

h̄

∫ tb

t′
dt Ĥ(t)

}
δĤ(t′) T̂ exp

{
− i

h̄

∫ t′

ta
dt Ĥ(t)

}

=− i

h̄

∫ tb

ta
dt′ Û(tb, t

′) δĤ(t′) Û(t′, ta). (1.253)

Appendix 1A���������
����
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1.7 ���������

Û(tb, ta) �������
�

a) ������
�
��
	����	����� Û Ǳ

Û(tb, ta) = Û(tb, t
′)Û(t′, ta), t′ ∈ (ta, tb). (1.254)

��������� Û �Ǳ��	�����������������	
��� Û(tb, ta) �(1.232)����������(1.254)����������
�(1.252)�� tb > ta ���:

T̂ exp
(
− i

h̄

∫ tb

t′
Ĥ(t) dt

)
T̂ exp

(
− i

h̄

∫ t′

ta
Ĥ(t) dt

)

= T̂

[
exp

(
− i

h̄

∫ tb

t′
Ĥ(t) dt

)
exp

(
− i

h̄

∫ t′

ta
Ĥ(t) dt

)]

= T̂ exp
(
− i

h̄

∫ tb

ta
Ĥ(t) dt

)
.

(1.255)

b) ���
���(1.252)��������� Û(tb, ta) ���

� (�	!��)��
�	��� tb � ta ����������Ǳ���


� (����) �
� tb � ta �������Û(tb, ta)
	���Ǳ����������(1.254)�
���

Û(tb, ta) ≡ Û(ta, tb)
−1
. (1.256)

�����
��������


|Ψ(ta)〉 = Û(ta, tb)|Ψ(tb)〉, (1.257)

����
� Û−1(ta, tb)�����
 !�

|Ψ(tb)〉 = Û(ta, tb)
−1|Ψ(ta)〉, tb < ta. (1.258)

�����������Ǳ����� ta �����tb������
� Û(tb, ta)�
�
	��������������Ǳ

Û(ta, tb) = e−i(ta−tb)Ĥ/h̄, ta > tb, (1.259)

�� Û(tb, ta) ��������

Û †(tb, ta) = Û(tb, ta)
−1
, tb < ta. (1.260)
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�

���
�������	���Ǳ����� �����(1.163)�
������tb < ta ��� Û(tb, ta) ��������	����
��
�
�����(1.252)�������Ǳ[�(1.252)��]

Û(tb, ta) = T̂ exp
{
i

h̄

∫ tb

ta
Ĥ(t) dt

}
, (1.261)

�� T̂ ��

�����time-antiordering operator�������(1.241),
(1.242)����������

[
T̂
(
Ô1(t1)Ô2(t2)

)]†
= T̂

(
Ô†2(t2)Ô

†
1(t1)

)
, (1.262)


����	

Û †(tb, ta) = Û(ta, tb), tb > ta. (1.263)

�� Û(ta, tb) ≡ Û(tb, ta)
−1��
������
�����(1.260)�

c) Û(tb, ta)������
�� Û(tb, ta) ��������Ǳ������

|Ψ(tb)〉 = Û(tb, ta)|Ψ(ta)〉, (1.264)

�����1.228)	���� Û(tb, ta) ����

ih̄∂tÛ(t, ta) = ĤÛ(t, ta), (1.265)

ih̄∂tÛ(t, ta)
−1

= −Û(t, ta)
−1
Ĥ, (1.266)

���	Ǳ

Û(ta, ta) = 1. (1.267)

1.8 ����������

�������� Û(t, ta) ����������������������
�����Ǳ����Ǳ������������������������

�����Ǳ������	� pi(t)� qi(t)
�Ǳ����� pHi(t)� qHi(t)�
��������������������������Ǳ�������

�������������������	�����������
���

����	���Ǳ���������(1.93)�������������Ǳ�
�����qi(t) ��������������
�������� x ���
� q ��
�	����1.4	���������	Ǳ xHi(t)���
� i��
�������Ǳ

[pH(t), xH(t)] = −ih̄,
[pH(t), pH(t)] = 0,

[xH(t), xH(t)] = 0.

(1.268)
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�������	��
�����
�Ǳ��������
� i/h̄ ���
����������������������
�������(1.24)���
������(1.268)�������
���	��
���(1.23)	Ǳ����
�

ṗH(t) =
i

h̄
[HH , pH(t)] ,

ẋH(t) =
i

h̄
[HH , xH(t)] ,

(1.269)

��

HH ≡ H(pH(t), xH(t), t) (1.270)

� � � � � � 
 � 	 � � � � � � � �(1.19)� � � � � � � �
� O(pi(t), xi(t), t) ������
Ǳ

OH(t) ≡ O(pH(t), xH(t), t), (1.271)

���
���(1.19)	Ǳ

d

dt
OH =

i

h̄
[HH , OH ] +

∂

∂t
OH . (1.272)

������Ǳ�����
��

�������������������������� Ô ������

��	����

Ô(t) ≡ O(p̂, x̂, t). (1.273)

�
 |Ψa(t)〉 ����������������� a ���������� �
��� Ô(t) ����Ǳ�	����

Oab(t) ≡ 〈Ψa(t)|Ô(t)|Ψb(t)〉. (1.274)

������ Û(t, 0)����������� |ΨH a〉�

|Ψa(t)〉 ≡ Û(t, 0)|ΨH a〉. (1.275)

�������� p̂ � x̂ ������	�Ǳ����������
p̂H(t) � x̂H(t)�

p̂H(t) ≡ Û(t, 0)−1 p̂ Û(t, 0), (1.276)

x̂H(t) ≡ Û(t, 0)−1 x̂ Û(t, 0). (1.277)

� t = 0 �Ǳ������ p̂H(t) � x̂H(t) ���������� p̂ � x̂ �
�
���	������	�Ǳ��������

ÔH(t) ≡ Û(t, ta)
−1O(p̂, x̂, t)Û(t, ta)

≡ O (p̂H(t), x̂H(t), t) .
(1.278)
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������ ÔH(t) ��������� |ΨH a〉 ����������
� OH(t)ab�

OH(t)ab ≡ 〈ΨH a|ÔH(t)|ΨH b〉. (1.279)

�	�����������������������

d

dt
OH(t)ab ≡ 〈ΨH a| d

dt
ÔH(t)|ΨH b〉. (1.280)

�����������(1.274)���
�(1.280)�������������
��� �
�	���� ÔH(t) ������

d

dt
ÔH(t) =

(
d

dt
Û−1(t, ta)

)
Ô(t)Û(t, ta)

+ Û−1(t, ta)

(
∂

∂t
Ô(t)

)
Û(t, ta) + Û−1(t, ta)Ô(t)

(
d

dt
Û(t, ta)

)
,

�	����

[(
d

dt
Û−1(t, ta)

)
Û(t, ta)

]
Û−1(t, ta)Ô(t)Û(t, ta) (1.281)

+
[
Û−1(t, ta)Ô(t)Û(t, ta)

]
Û−1(t, ta)

d

dt
Û(t, ta) + Û−1(t, ta)

(
∂

∂t
Ô(t)

)
Û(t, ta).

��(1.265)���

d

dt
ÔH(t) =

i

h̄

[
Û−1ĤÛ , ÔH

]
+ Û−1

(
∂

∂t
Ô(t)

)
Û . (1.282)

�(1.278)�
���������
����

d

dt
ÔH(t) =

i

h̄

[
ĤH , ÔH(t)

]
+

(
∂

∂t
Ô

)
H

(t). (1.283)

�
�������������� |Ψa〉��������������Ǳ��
�
���� �����	� pH(t), xH(t) ���������	��Ǳ	��

���(1.269)�
������
������������������������Ǳ��

�������������������	�����

1.9 �
	��������

����������	��������Ǳ�
�

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1.284)
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���Ĥ0 ��	���	�������������� Ĥ0|ψ(t)〉 =
ih̄∂t|ψ(t)〉 ��
	���� V̂ ��
	������	���������
��������������
���		��
	����������$

������"�%�����������������

|ψI(t)〉 ≡ eiĤ0t/h̄|ψ(t)〉. (1.285)

��
����������
	�� V̂����������Ǳ

ÛI(tb, ta) ≡ eiH0tb/h̄e−iHtb/h̄eiHta/h̄e−iH0ta/h̄, (1.286)

������Ǳ

|ψI(tb)〉 = ÛI(tb, ta)|ψI(ta)〉. (1.287)

�
 V̂ = 0�|ψI(tb)〉 �������������
�
(1.275)�
�� ÛI(tb, ta) ��
���

ih̄∂tbÛI(tb, ta) = VI(tb)ÛI(tb, ta), (1.288)

��

V̂I(t) ≡ eiH0t/h̄V̂ e−iH0t/h̄ (1.289)

��
	���������
������������

ÛI(tb, ta) = 1 − i

h̄

∫ tb

ta
dtVI(t)ÛI(t, ta). (1.290)

���(1.289)�
��

ÛI(tb, ta) = 1 − i

h̄

∫ tb

ta
dt eiĤ0t/h̄V e−iĤ0t/h̄ÛI(t, ta). (1.291)

�������������� ÛI(tb, ta) ��
	�����
�����

ÛI(tb, ta) = 1 − i

h̄

∫ tb

ta
dt eiĤ0t/h̄V e−iĤ0t/h̄

+
(
− i

h̄

)2 ∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ eiĤ0t/h̄V e−iĤ0(t−t′)/h̄V e−iĤ0t′/h̄ + . . . . (1.292)

��
��
��(1.286)��

e−iH(tb−ta)/h̄ = e−iH0(tb−ta)/h̄ − i

h̄

∫ tb

ta
dt e−iĤ0(tb−t)/h̄V e−iĤ0(t−ta)/h̄

+
(
− i

h̄

)2 ∫ tb

ta
dt
∫ t

ta
dt′ e−iĤ0(tb−t)/h̄V e−iĤ0(t−t′)/h̄V e−iĤ0(t′−ta)/h̄ + . . . . (1.293)

�����������������

e−iH(tb−ta)/h̄ = e−iH0(tb−ta)/h̄ − i

h̄

∫ tb

ta
dt e−iĤ0(tb−t)/h̄V e−iĤ(t−ta)/h̄. (1.294)

�	�#�"�������(1.253)���
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1.10 ������

��
�������������
����������	�

(xbtb|xata) ≡ 〈xb|Û(tb, ta)|xa〉. (1.295)

������Ǳ��Ǳ�������	���� (xbtb|xata) Ǳ 
�����
���
���	��������� Û(tb, ta) ���(1.259)����Ǳ

(xbtb|xata) = 〈xb| exp[−iĤ(tb − ta)/h̄]|xa〉. (1.296)

������������(1.265)�����������

[H(−ih̄∂xb
,xb, tb) − ih̄∂tb ] (xbtb|xata) = 0. (1.297)

����	���������	���Ǳ����Ǳ�����
�����


�	�

�������!�������:9

ÛR(tb, ta) ≡
{

Û(tb, ta), tb ≥ ta,
0, tb < ta,

(1.298)

�
���

�������!�������

(xbtb|xata)
R ≡ 〈xb|ÛR(tb, ta)|xa〉. (1.299)

��� tb < ta������
�(1.295)���
������Ǳ!�� tb > ta�
��������&��� R��
����

Θ(t) ≡
{

1 for t > 0,
0 for t ≤ 0,

(1.300)

���������������Ǳ

UR(tb, ta) ≡ Θ(tb − ta)Û(tb, ta), (xbtb|xata)
R ≡ Θ(tb − ta)(xbtb|xata). (1.301)

�������������

ΘR(t) ≡
{

1 for t ≥ 0,
0 for t < 0.

(1.302)

!� tb = ta ����(1.300)�����������������Ǳ�		 δ �
�

∂tΘ(t) = δ(t). (1.303)

�
������ Θ ����Ǳ���
���&����
!�����������[
H(−ih̄∂xb

,xb, tb)
R − ih̄∂tb

]
(xbtb|xata)

R = −ih̄δ(tb − ta)δ
(3)(xb − xa). (1.304)

9��� 18.1���������	
�
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�����Ǳ
�������

−ih̄ [∂tbΘ(tb − ta)] 〈xbtb|xata〉=−ih̄δ(tb − ta)〈xbtb|xata〉=−ih̄δ(tb − ta)〈xbta|xata〉
(1.305)

��(1.267)����	Ǳ〈xbta|xata〉 = 〈xb|xa〉�
�
	���������������� t = tb − ta�� t < 0�!����

Ǳ
������
��� f(t) ��#��
�	����

f̃(E) ≡
∫ ∞
0

dt f(t)eiEt/h̄ (1.306)

��������
���������������

f(t) ≡
∫ ∞
−∞

dE

2πh̄
f̃(E)e−iEt/h̄. (1.307)


	�
��	��������
���
� Θ(t) �	��	��� t < 0 �
������� �Ǳ��������	��������
�������

�������Ǳ����� f(t) = 0.
���� Θ(t) �����
��!������
�	���������

����
�
�����

Θ(t) =
∫ ∞
−∞

dE

2π

i

E + iη
e−iEt, (1.308)

���η ��
���������� t = 0 ���������������
��
����
������������(1.302)�(1.300)���	���

�	����
���	Ǳ 1/2�

Θ̄(t) ≡
⎧⎨
⎩

1 for t > 0,
1
2 for t = 0,
0 for t < 0.

(1.309)

��������������������� f(t) �������
��	
���������������Ǳ������"�� f(t) ���� ���

���Θr(t)�Θl(t) � Θ̄(t) ����

Θ[f ] =
∫
dtΘ(t− t′)f(t′), (1.310)

����"��������	������������������

����(1.162)��'�����������
������
���

10�����	
	����������������� Θ̄(t − t′) ����
��	��

Ǳ��������
���������

ε(t− t′) ≡ Θ(t− t′) − Θ(t′ − t) = Θ̄(t− t′) − Θ̄(t′ − t), (1.311)

�����
��� −1 �� 1 ������

ε(t− t′) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 for t > t′,
0 for t = t′,

−1 for t < t′.
(1.312)
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1.11 
�����

!�������(1.299)��
�	�Ǳ

(xb|xa)E =
∫ ∞
−∞

dtbe
iE(tb−ta)/h̄(xbtb|xbta)

R =
∫ ∞

ta
dtbe

iE(tb−ta)/h̄(xbtb|xata) (1.313)

��Ǳ
������

�
	����������(1.296)�
���
���������
�resolvent operator�

R̂(E) =
ih̄

E − Ĥ + iη
, (1.314)

����

(xb|xa)E = 〈xb|R̂(E)|xa〉 (1.315)

����!�������(1.298)��
�	��

R̂(E) =
∫ ∞
−∞

dtb e
iE(tb−ta)/h̄ÛR(tb, ta) =

∫ ∞
ta

dtb e
iE(tb−ta)/h̄Û(tb, ta). (1.316)

�������������������������

Ĥ|ψn〉 = En|ψn〉. (1.317)

���� |ψn〉�����������
∑
n

|ψn〉〈ψn| = 1, (1.318)

���
��(1.296)����		
������������

(xbtb|xata) =
∑
n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa) exp [−iEn(tb − ta)/h̄] , (1.319)

��

ψn(x) = 〈x|ψn〉 (1.320)

��Æ
 |ψn〉 ����������
�	�(1.313)���

(xb|xa)E =
∑
n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)Rn(E) =

∑
n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa)

ih̄

E −En + iη
. (1.321)


�����(1.313)����������������������	��
��	���
��	���

(xbta|xata) =
∫ ∞
−∞

dE

2πh̄
e−iE(tb−ta)/h̄(xb|xa)E. (1.322)
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(1.321)������ iη �����
�	��
����	 En �������

�����
������
������������	Ǳ����#���

����
����0�

e−i(En−iη)t/h̄ → 0. (1.323)

�� iη ������
�	�(1.322)�

����
	�
���(1.322)��
�� eiE(tb−ta)/h̄ ��������������� �Ǳ�
����tb <
ta ������
������tb > ta ��
�
����iη�
�� tb < ta �
��
� ���������	�����Ǳ
������tb > ta ��
�
�����������������������(1.319)�iη ����2.3	�
������

�
�Æ
�
��(1.321)������������Æ���
�(
�
�����$
	�	)���������Æ	�������������
�cut�����Ǳ����������������� ���������
�� (xb|xa)E ������	�discontinuity������

disc

(
ih̄

E −En

)
≡ ih̄

E − En + iη
− ih̄

E − En − iη
= 2πh̄δ(E −En). (1.324)

�
������10

1

E − En ± iη
=

P
E − En

∓ iπδ(E −En), (1.325)

���P ��	���	��
�� E ����
����������

�
�����(1.321)(xb|xa)E ��	���
	������ 〈xb|� |xa〉�
��
 �����(1.318)�

∫ ∞
−∞

dE

2πh̄
disc (xb|xa)E =

∑
n

ψn(xb)ψ
∗
n(xa) = 〈xb|xa〉 = δ(D)(xb − xa). (1.326)

�����

�����
��
�

∫ ∞
−∞

dE

2πh̄
disc R̂(E) = 1̂. (1.327)

�����������������
���������(1.318)��Ǳ
������� ∑

n

|ψn〉〈ψn| +
∫
dν |ψν〉〈ψν | = 1. (1.328)

���	���������������(1.326)�����	������
��Ǳ
������&������

10���ǱSochocki’s ����� η > 0 ���������: 1/(x ± iη) = P/x ∓ iπδ(x) +
η [πδ′(x) ± idxP/x] + O(η2)�
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1.12 ������

	�����Ǳ Ĥ = p̂2/2M ���������������Æ��

�(1.189)����Ǳ E(p) = p2/2M����(1.296)��
���������
�������������
���

(xbtb|xata) =
∫ dDp

(2πh̄)D
exp

{
i

h̄

[
p(xb − xa) − p2

2M
(tb − ta)

]}
. (1.329)

��������
����(�������������

p(xb − xa) − 1

2M
p2(tb − ta) =

1

2M

(
p− 1

M

xb − xa

tb − ta

)2

(tb − ta) − M

2

(xb − xa)
2

tb − ta
.

(1.330)
����������	� p′ = p− (xb − xa)/(tb − ta)M 
�
����	��
��(1.329)	Ǳ

(xbtb|xata) = F (tb − ta) exp

[
i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]
, (1.331)

���F (tb − ta) ����	�����

F (tb − ta) ≡
∫

dDp′

(2πh̄)D
exp

{
− i

h̄

p′ 2

2M
(tb − ta)

}
. (1.332)

��������������

∫ ∞
−∞

dp√
2π

exp
(
i
a

2
p2
)

=
1√
|a|

{ √
i, a > 0,

1/
√
i, a < 0.

(1.333)

����
����
√
i ���
� eiπ/4��
����Ǳ

∫ ∞
−∞

dp√
2π

exp
(
−α

2
p2
)

=
1√
α
, Reα > 0, (1.334)

���� α ��	��������
��!����������
���
� Reα > 0����!�����
	���������� �������
������ α = ±ia + η ��a>

<
0 � η > 0�����������(1.333)�

�Appendix 1B�

�x2 = z�
���� η = 0 ������Ǳ����,
���(1.334)� α ����������
����

∫ ∞
−∞

dp√
2π

p2n exp
(
−α

2
p2
)

=
1√
α

(2n− 1)!!

αn
Reα > 0, (1.335)

���(2n− 1)!! ��Ǳ
� (2n− 1) · (2n− 3) · · ·1������� p2n+1���

Ǳ
�������(1.333)��������� p2n������
����


� (i/a)n�
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���������
��
	��!���
������
������

����
����	������	���� �������������

�	��

��������(1.332)���

F (tb − ta) =
1√

2πih̄(tb − ta)/M
D , (1.336)

�����
�������������Ǳ

(xbtb|xata) =
1√

2πih̄(tb − ta)/M
D exp

[
i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]
. (1.337)

� tb → ta ��	
���
�	Ǳ��� 〈xb|xa〉 = δ(D)(xb − xa)��	�
� δ ���
���	���

δ(D)(xb − xa) = lim
tb−ta→0

1√
2πih̄(tb − ta)/M

D exp

[
i

h̄

M

2

(xb − xa)
2

tb − ta

]
. (1.338)

���(1.329)�
(1.313)���
����������

(xb|xa)E =
∫ ∞
0

d(tb − ta)
∫

dDp

(2πh̄)D
exp

{
i

h̄

[
p(xb − xa) + (tb − ta)

(
E − p2

2M

)]}
.

(1.339)

	������

(xb|xa)E =
∫

dDp

(2πh̄)D
exp [ip(xb − xa)]

ih̄

E − p2/2M + iη
, (1.340)

������������
��#
� e−η(tb−ta)���
� tb − ta ����
��Ǳ��������
�����(1.337)���
�	��

(xb|xa)E =
∫ ∞
0
d(tb − ta)

1√
2πih̄(tb − ta)/M

D exp

{
i

h̄

[
E(tb − ta) +

M

2

(xb−xa)
2

tb − ta

]}
.

(1.341)

� E < 0 �����

κ ≡
√
−2ME/h̄2, (1.342)

�����11

∫ ∞
0

dt tν−1e−iγt+iβ/t = 2

(
β

γ

)ν/2

e−iνπ/2K−ν(2
√
βγ), (1.343)

11I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products , Academic Press,
New York, 1980, Formulas 3.471.10, 3.471.11, and 8.432.6
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	����� Kν(z) �"��������� Kν(z) = K−ν(z)
12 ����
Ǳ

(xb|xa)E = −i2M
h̄

κD−2

(2π)D/2

KD/2−1(κR)

(κR)D/2−1
, (1.344)

���R ≡ |xb − xa|��
��"������Ǳ13

K1/2(z) = K−1/2(z) =

√
π

2z
e−z, (1.345)

�������� D = 1, 2, 3 �������
Ǳ

−iM
h̄

1

κ
e−κR, − i

M

h̄

1

π
K0(κR), − i

M

h̄

1

2πR
e−κR. (1.346)

� R = 0 ����(1.344)� D ≤ 2 ���
�	�� R = 0 �������
������	�	Ǳ14

Kν(z) = K−ν(z) ≈ 1

2
Γ(ν)

(
z

2

)−ν

for Re ν > 0, (1.347)


���

(x|x)E = −i2M
h̄

κD−2

(4π)D/2
Γ(1 −D/2). (1.348)

���
����!�� D > 2 ������������!�(���4.9.4�
	�)�
� E > 0 �����

k ≡
√

2ME/h̄2 (1.349)

����15

∫ ∞
0

dttν−1eiγt+iβ/t = iπ

(
β

γ

)ν/2

e−iνπ/2H
(1)
−ν (2

√
βγ), (1.350)

���H(1)
ν (z) ��	�������

(xb|xa)E =
Mπ

h̄

kD−2

(2π)D/2

HD/2−1(kR)

(kR)D/2−1
. (1.351)

�������
	!�����κ
�Ǳ e−iπ/2k = −ik����16

Kν(−iz) =
π

2
ieiνπ/2H(1)

ν (z) (1.352)

12ibid., Formula 8.486.16
13M. Abramowitz and I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions , Dover, New York, 1965,

Formula 10.2.17.
14ibid., Formula 9.6.9.
15ibid., Formulas 3.471.11 and 8.421.7.
16ibid., Formula 8.407.1.
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�������������

�����
	Ǳ17

Kν(z) ≈
√
π

2z
e−z, H(1)

ν (z) ≈
√

2

πz
ei(z−νπ/2−π/4) (1.353)

��� E < 0 ���
�
������	Ǳ���

(xb|xa)E ≈ −iM
h̄
κD−2 1

(2π)(D−1)/2

1

(κR)(D−1)/2
e−κR/h̄, (1.354)

� E > 0 ���
����

(xb|xa)E ≈ M

h̄
kD−2 1

(2πi)(D−1)/2

1

(kR)(D−1)/2
eikR/h̄. (1.355)

� D = 1�3 �������
������R����

1.13 �������������

�
����������	�
��� q1, . . . , qN �������
������������������������
���
�� qi
(i = 1, . . . , N) �D
����������������	�������
����������� N = D����������	� xi �Ǳ qj ����
������������������������� qμ �
 qj�����
�����������	�
Æ	����������������(1.1)�
�����
	�����������	��
�������������

����������!�	%��	Ǳ���	
����	� xi = xi(qμ) 	
���� ∂μ ≡ ∂/∂qμ � ∂i ≡ ∂/∂xi ������

∂μ = ei
μ(q)∂i, (1.356)

	���Ǳ

ei
μ(q) ≡ ∂μx

i(q) (1.357)

� ei
μ(q) = ∂qμ/∂xi Ǳ���(�!���)�� ei

μ ������������

ei
μ ei

ν = δμ
ν , ei

μ ej
μ = δi

j. (1.358)

(1.356)
�Ǳ
∂i = ei

μ(q)∂μ (1.359)

������������������	�

p̂i = −ih̄∂i = −ih̄ei
μ(q)∂μ. (1.360)

17ibid., Formulas 8.451.6 and 8.451.3.
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�����	�����

Ĥ0 = T̂ =
1

2M
p̂2 = − h̄2

2M
∇2 (1.361)

	Ǳ

Ĥ0 = − h̄2

2M
Δ, (1.362)

���Δ �	�	
���Laplacian������������Ǳ

Δ = ∂2
i = eiμ∂μei

ν∂ν

= eiμei
ν∂μ∂ν + (eiμ∂μei

ν)∂ν . (1.363)

���
����

gμν(q) ≡ eiμ(q)ei
ν(q), (1.364)

��Ǳ

gμν(q) = eiμ(q)ei
ν(q), (1.365)

� gμνgνλ = δμ
λ �������Ǳ

Γμν
λ(q) = −ei

ν(q)∂μei
λ(q) = ei

λ(q)∂μe
i
ν(q). (1.366)

��	�	
�����Ǳ

Δ = gμν(q)∂μ∂ν − Γμ
μν(q)∂ν , (1.367)

���Γμ
λν ��Ǳ
�����contraction�

Γμ
λν ≡ gλκΓμκ

ν . (1.368)

(1.364)���Ǳ�����

������������
��������
����Ǳ

ds2 ≡ dx2 (1.369)

������	Ǳ

ds2 =
∂x

∂qμ

∂x

∂qν
dqμdqν = gμν(q)dq

μdqν. (1.370)

�
����� dDx Ǳ
dDx =

√
g dDq, (1.371)

��

g(q) ≡ det (gμν(q)) (1.372)

������	�������	�������
���

Γμ ≡ g−1/2(∂μg
1/2) =

1

2
gλκ(∂μgλκ) (1.373)
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�����������������

Γμ = Γμλ
λ. (1.374)

	���(1.365)���
���

Γμ
μν = −∂μg

μν − Γμ
νμ. (1.375)

	����	� xi(q) ��� ∂μ, ∂ν ������� Γμν
λ ��� μν �����

� Γμν
λ = Γνμ

λ�
�� Γμ
νμ = Γν������	���(1.373)���

Γμ
μν = − 1√

g
(∂μg

μν√g), (1.376)

�������	�	
�� Δ ��������

Δ =
1√
g
∂μg

μν√g∂ν . (1.377)

������Ǳ	�	
-���	����Laplace-Beltrami operator��18

�����������������	���

H(p̂,x) =
1

2M
p̂2 + V (x), (1.378)

����
������	Ǳ

Ĥψ(q, t) ≡
[
− h̄2

2M
Δ + V (q)

]
ψ(q, t) = ih̄∂tψ(q, t), (1.379)

���V (q) � V (x(q)) �
�����������
∫
dDxψ∗2(x, t)ψ1(x, t) ��

�������������Ǳ∫
dDq

√
g ψ∗2(q, t)ψ1(q, t). (1.380)

������
�	�
��	������
���	���	�
���

�������������������������������
�	�


��Ǳ

L(x, ẋ) =
M

2
ẋ2 − V (x). (1.381)

����	�Ǳ

ẋi = ei
μ(q)q̇μ, (1.382)

��	�
��	Ǳ

L(q, q̇) =
M

2
gμν(q)q̇

μq̇ν − V (q). (1.383)

18�����������(11.12)–(11.18)����
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���
� M�����������Hessian��������Hessian���
��� qμ [� (1.12)�]�

Hμν(q) = Mgμν(q). (1.384)

����Ǳ

pμ ≡ ∂L

∂q̇μ
= Mgμν q̇

ν . (1.385)

����������� p̂μ ����������������(1.268)�

[p̂μ, q̂
ν ] = −ih̄δμν ,

[q̂μ, q̂ν ] = 0, (1.386)

[p̂μ, p̂ν ] = 0.

��������

p̂μ = −ih̄g−1/4∂μg
1/4, q̂μ = qμ. (1.387)

� −ih̄g−z∂μg
z �	��� z��������������� z = 1/4 ����

��������

∫
d3q

√
gΨ∗2(q, t)[−ih̄g−1/4∂μg

1/4Ψ1(q, t)] =
∫
d3q g1/4 Ψ∗2(q, t)[−ih̄∂μg

1/4Ψ1(q, t)]

=
∫
d3q

√
g [−ih̄g−1/4∂μg

1/4Ψ2(q, t)]
∗Ψ1(q, t), (1.388)

�����
��
	

�

�(1.373)�������������Ǳ

p̂μ = −ih̄(∂μ + 1
2Γμ). (1.389)

���
	�
��(1.383)���	������(1.385)�����Ǳ

H = pμq̇
μ − L =

1

2M
gμν(q)p

μpν + V (q). (1.390)

�
����������Ǳ	��������	�����
��

�operator-ordering problem� ��
������ pμ 
�Ǳ���� p̂μ�

��������������� gμν(q) � qμ �
��	���������

������������������������
����������

�	�������Ǳ

Ĥcan ≡ 1

2M
p̂μgμν(q)p̂

ν + V (q), (1.391)

���������������������
�������������

����(1.379)������������������	�	
��

Δcan = (∂μ + 1
2Γμ) gμν(q) (∂ν + 1

2Γν). (1.392)
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��(1.379)�	�	
-���	���(1.377)��	Ǳ

Δ − Δcan = − 1
2∂μ(gμνΓν) − 1

4g
μνΓνΓμ. (1.393)

� g1/4 � g−1/4 �������������
���������	��

�[5]�

Ĥ =
1

2M
g−1/4p̂μg

1/4gμν(q)g1/4p̂νg
−1/4 + V (q). (1.394)

�����(1.391)��������	(1.390)��!�����
������
���
�Ǳ�����Ǳ������
�

�
������������������������ q1 = r, q2 = ϕ �
������:

x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. (1.395)

�
������Ǳ ds2 = dr2 + r2dϕ2��������Ǳ

gμν =

(
1 0
0 r2

)
μν

. (1.396)

�	��

g = r2 (1.397)

����Ǳ

gμν =

(
1 0
0 r−2

)μν

. (1.398)

	�	
-���	���	Ǳ

Δ =
1

r
∂rr∂r +

1

r2
∂ϕ

2. (1.399)

�������	�	
��Ǳ

Δcan = (∂r + 1/2r)2 +
1

r2
∂ϕ

2

= ∂r
2 +

1

r
∂r − 1

4r2
+

1

r2
∂ϕ

2. (1.400)


���	��	(1.393)Ǳ

Δcan − Δ = − 1

4r2
. (1.401)

��(1.400)����������p̂μgμν(q) p̂
ν ��������
������

	Ǳ	������

� g1/4 �g−1/4 ���	�����
�����Ǳ�

������
������������
�

�
	�
��� qi ���������������������
	�
������������������������
�	�	
�����

�	��	��	�	
-���	���� ��������������
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������
�
��������������������������

��Ǳ#�����������������

[6]�$
��������
����������������������������������

������������
����	����������

�����

����������

� ��Ǳ��	� p � q ���������

���������������������
�������������

������������������������
����������

�����
�Ǳ���������������������������

���	�� ������Ǳ�����group quantization�. ����
��
����Ǳ���
��group correspondence principle�� ���������
�����
���������������������������
�


���������������.�������
Ǳ���Æ������
��
������������������	��
����������

�������������������������Ǳ���������

���

��
������������
��������������

�����Æ����������������
������������

�������������

��������	���������
�����	���������

1.14 ������

������Ǳ r �	�
�����Ǳ

x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ, (1.402)

	�
��Ǳ

L =
Mr2

2
(θ̇2 + sin2 θ ϕ̇2). (1.403)

����Ǳ

pθ = Mr2θ̇, pϕ = Mr2 sin2 θ ϕ̇, (1.404)

����	���

H =
1

2Mr2

(
p2

θ +
1

sin2 θ
p2

ϕ

)
. (1.405)

�������������	Ǳ��

p̂θ = −ih̄ 1

sin1/2 θ
∂θ sin1/2 θ, p̂ϕ = −ih̄∂ϕ. (1.406)

�������	���������
	���(1.405)���������	
����������������	���	���	Ǳ�����19 ���

�	��������������������(1.268):

[p̂i, x̂
j] = −ih̄δij,

19���������������������	���	����������	���

������������10.2��Appendix 10A�������		������
����

������
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[x̂i, x̂j] = 0, (1.407)

[p̂i, p̂j] = 0.


	����
���������	��
����
��������Æ�

�

L = x × p (1.408)

���������	Ǳ��

L̂ = x̂ × p̂ (1.409)

����������������

[L̂i, L̂j ] = ih̄L̂k (i, j, k cyclic). (1.410)

�	��
�� L̂k ��x̂
i � p̂i ������������������
��

����
���Æ����������
����� x 
��
���	�
��	�����	��	���

x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ, (1.411)

Æ������������ǱÆ� θ, ϕ������

L̂1 = ih̄ (sinϕ ∂θ + cot θ cosϕ ∂ϕ) ,

L̂2 = −ih̄ (cosϕ ∂θ − cot θ sinϕ ∂ϕ) , (1.412)

L̂3 = −ih̄∂ϕ.

�
�����������������
���Æ���� L̂i����	�

��(1.405)��
��Æ��

L1 = Mr2
(
− sinϕ θ̇ − sin θ cos θ cosϕ ϕ̇

)
,

L2 = Mr2
(
cosϕ θ̇ − sin θ cos θ sinϕ ϕ̇

)
, (1.413)

L3 = Mr2 sin2 θ ϕ̇

������

H =
1

2Mr2
L2, (1.414)

�Æ��
�Ǳ��(1.412)��
��	������

Ĥ =
1

2Mr2
L̂2 = − h̄2

2Mr2

[
1

sin θ
∂θ (sin θ ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2

ϕ

]
. (1.415)

���	�� L̂2 ������Æ��
	�Æ����������Æ���

�����Æ������� L̂i���
��� L̂3 �Æ������Æ���

�	%���

Ylm(θ, ϕ) = (−1)m

[
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

]1/2

Pm
l (cos θ)eimϕ, (1.416)
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�
� Pm
l (z) �������

Pm
l (z) =

1

2ll!
(1 − z2)m/2 d

l+m

dxl+m
(z2 − 1)l. (1.417)

	%������

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dϕ Y ∗lm(θ, ϕ)Yl′m′(θ, ϕ) = δll′δmm′ . (1.418)

�����������	�

	�������������� 
�����(1.406)�
(1.405)����
�����	��������������
�����
�

g−1/4 = r−1 sin−1/2θ, g1/4 = r sin1/2θ (1.419)

�������������(1.394)����������	������

���������������	�������

Ĥ = − h̄2

2M
Δ, (1.420)

���Δ�����

gμν = r2

(
1 0
0 sin2 θ

)
, (1.421)

�	�	
-���	���

Δ =
1

r2

[
1

sin θ
∂θ (sin θ∂θ) +

1

sin2 θ
∂2

ϕ

]
. (1.422)

1.15 ��

���������
�������	�
��������Æ�����

	������������������
�	������Ǳ

H =
1

2Iξ
(Lξ

2 + Lη
2) +

1

2Iζ
Lζ

2, (1.423)

���Lξ, Lη, Lζ���Æ���������������Iξ, Iη ≡ Iξ, Iζ���
������
������Æ��Ǳ

L =
∑
ν

xν × pν , (1.424)

��
�
�
	���Æ����������

L̂ =
∑
ν

x̂ν × p̂ν , (1.425)
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L̂i ����������(1.410)����		��
�����������
���	����
���
���
�����������������

���orientation���������������������������
��������������������	������������


� x, y, z ���������Ǳ 3 × 3 ����� Rij��� Rij ��
	��

R(α, β, γ) = R3(α)R2(β)R3(γ), (1.426)

���R3(α)�R3(γ) ��z��α�γÆ����R2(β) ��y��βÆ�����
���������������

Ri(δ) ≡ e−iδLi/h̄, (1.427)

���δ ����Æ��Li �������3× 3 ��������Ǳ

(Li)jk = −ih̄εijk. (1.428)


�

����������Æ���������(1.410)���Æ α, β, γ �
�Ǳ�	Æ�

�� 3 × 3 ����������������
�����Ǳ���	Æ
�������ψ(R)��������������������������
�����R = R(α, β, γ)
	�����������������
����
�R(α′, β ′, γ′)����	Ǳψ′(R) = ψ(R−1(α′, β ′, γ′)R)���	�������
������

Û(α′, β ′, γ′) ≡ e−iα′L̂3e−iβ′L̂2e−iγ′L̂3 , (1.429)

���L̂i����������3× 3��R−1(α, β, γ)�
���

−ih̄∂αR
−1 = R−1L3,

−ih̄∂βR
−1 = R−1(cosαL2 − sinαL1), (1.430)

−ih̄∂γR
−1 = R−1 [cosβ L3 + sin β(cosαL1 + sinαL2)] .


������	��
����������

e−iαL3/h̄L2e
iαL3/h̄ = cosαL2 − sinαL1, (1.431)

���	�������)����

e−iABeiA = 1 − i[A,B] +
i2

2!
[A, [A,B]] + . . . , (1.432)

�
3 × 3��Li�����(1.428)�
��������

e−iβL2/h̄L3e
iβL2/h̄ = cos βL3 + sin βL1. (1.433)

�����(1.430)������������[7]�

L̂1 = ih̄

(
cosα cotβ ∂α + sinα ∂β − cosα

sin β
∂γ

)
,

L̂2 = ih̄

(
sinα cotβ ∂α − cosα ∂β − sinα

sin β
∂γ

)
, (1.434)

L̂3 = −ih̄∂α.
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������������	��

Û(α′, β ′, γ′)R−1(α, β, γ)Û−1(α′, β ′, γ′) = R−1(α, β, γ)R(α′, β ′, γ′),

Û(α′, β ′, γ′)R(α, β, γ)Û−1(α′, β ′, γ′) = R−1(α′, β ′, γ′)R(α, β, γ), (1.435)

�� Û(α′, β ′, γ′)ψ(R) = ψ′(R)��������
�
�	���(1.423)����L̂�����������3 × 3��Li
�

�R(α, β, γ)�

Lξ = RL1R
−1 = cos γ cosβ(cosαL1 + sinαL2)

+ sin γ(cosαL2 − sinαL1) − cos γ sin β L3,

Lη = RL2R
−1 = − sin γ cos β(cosαL1 + sinαL2) (1.436)

+ cos γ(cosαL2 − sinαL1) + sin γ sin β L3,

Lζ = RL3R
−1 = cos β L3 + sin β(cosαL1 + sinαL2),

���������

�Li → L̂i��(1.434)�
������

L̂ξ = ih̄

(
− cos γ cot β ∂γ − sin γ ∂β +

cos γ

sin β
∂α

)
,

L̂η = ih̄

(
sin γ cot β ∂γ − cos γ ∂β − sin γ

sin β
∂α

}
, (1.437)

L̂ζ = −ih̄∂γ.

�	����(1.410)���L̂i����������������������

��20

[L̂ξ, L̂η] = −ih̄L̂ζ , ξ, η, ζ = cyclic. (1.438)

Ǳ��������������Ǳ

L̂ξ = ai
ξL̂i, L̂η = ai

ηL̂i, L̂ζ = ai
ζL̂i, (1.439)

���ai
ξ, a

i
η, a

i
ζ�������[L̂i, a

j
ξ] = ih̄εijka

k
ξ �����������	Ǳ�

��������Ǳ�����
�

������
�(1.438)�(1.410)��
�
�

���(1.423)��	�������
���������Æ��
�Ǳ�
����� L̂ξ, L̂η, L̂ζ��������������
������Ǳ

ELΛ = h̄2

[
1

2Iξ
L(L+ 1) +

(
1

2Iζ
− 1

2Iξ

)
Λ2

]
, (1.440)

���L(L+ 1), L = 0, 1, 2, . . . �L̂2��Æ	��Λ = −L, . . . , L�L̂ζ��Æ	�

���Ǳ�����������
��	Æα, β, γ������������
Ǳ

ψLΛm(α, β, γ) = DL
mΛ(−α,−β,−γ). (1.441)

20������α���������β → θ�γ → ϕ������(1.412)���������

L̂1����
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�
�m′�L̂3��Æ	������, �DL
mΛ(α, β, γ)�Æ��L������

�(1.429)��������

DL
mm′(α, β, γ) = e−i(mα+m′γ)dL

mm′(β), (1.442)

��

dL
mm′(β) =

[
(L+m′)!(L−m′)!
(L+m)!(L−m)!

]1/2

×
(

cos
β

2

)m+m′ (
− sin

β

2

)m−m′

P
(m′−m,m′+m)
L−m′ (cosβ). (1.443)

��j = 1/2���������y���������

d
1/2
m′m(β) =

(
cosβ/2 − sin β/2
sin β/2 cos β/2

)
. (1.444)

��Ǳ+1/2,−1/2����L̂i���1/2��������	�������Ǳ

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (1.445)

������(1.410)��(1.429)������
�Ǳ��������(1.442)�
�����������

D1/2(α, β, γ) = e−iασ3/2e−iβσ2/2e−iγσ3/2. (1.446)

���
���
����(1.442)���
���e−iβσ2/2
��������

�(σ2)2n = 1�(σ2)2n+1 = σ2�������d
1/2
m′m(β)�

e−iβσ2/2 = cos β/2 − i sin β/2 σ2, (1.447)

�(1.444)����
�j = 1��������(1.443)������

d1
m′m(β) =

⎛
⎜⎜⎝

1
2
(1 + cos β) − 1√

2
sin β 1

2
(1 − cosβ)

1√
2
sin β cosβ − 1√

2
sin β

1
2
(1 − cosβ) 1√

2
sin β 1

2
(1 + cosβ)

⎞
⎟⎟⎠ . (1.448)

��Ǳ+1, 0,−1������〈i|1m〉 = εi(m)��
|1m〉
��	�
���(0) =
ẑ, �(±1) = ∓(x̂ ± iŷ)/2��������	�Ǳ�������Rij(β)�
�
�R(β)�(m) =

∑1
m′=−1 �(m

′)d1
m′m(β)�

����L̂i���Ǳ1�����
(1.429)����������
�D1(α, β, γ)�������
�����Ǳ(L̂i)jk = −iεijk���εijk��
�
��������ε123 = 1. �	��
�����	Ǳ(L̂i)mm′ =

〈m|i〉(L̂i)ij〈j|m′〉 = ε∗i (m)(L̂i)ij�j(m
′)���(e−iβL̂2)mm′ ��(1.448)��
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��P
(α,β)
l (z)�
�����[8]�����������Ǳ

P
(α,β)
l ≡ (−1)l

l!

Γ(l + β + 1)

Γ(β + 1)
F (−l, l + 1 + α + β; 1 + β; (1 + z)/2), (1.449)

��

F (a, b; c; z) ≡ 1 +
ab

c
z +

a(a+ 1) b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ . . . . (1.450)

��dL
mm′(β)������

(
− d2

dβ2
− cotβ

d

dβ
+
m2 +m′2 − 2mm′ cos β

sin2 β

)
dL

mm′(β) = L(L+ 1)dL
mm′(β). (1.451)

�����������������	������
	���

〈ψ2|ψ1〉 ≡
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2π

0
dαdβ sin βdγ ψ∗2(α, β, γ)ψ1(α, β, γ). (1.452)

��(1.451)��Æ��(1.442)������

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2π

0
dαdβ sin βdγ DL1 ∗

m′
1m1

(α, β, γ)DL2

m′
2m2

(α, β, γ)

= δm′
1m′

2
δm1m2δL1L2

8π2

2L1 + 1
. (1.453)

������
���������������������������

��
	���	��	�
�������������	�
����	Æ

��Ǳ

L =
1

2
[Iξ(ωξ

2 + ωη
2) + Iζωζ

2], (1.454)

��ωξ, ωη, ωζ���������Æ���"������Æ���

�ω1, ω2, ω3������

ωkLk = iṘR−1 (1.455)

���

ω1 = −β̇ sinα + γ̇ sin β cosα,

ω2 = β̇ cosα + γ̇ sin β sinα,

ω3 = γ̇ cosβ + α̇. (1.456)

����(1.436)��"�����Ǳ��
�����Æ��	Ǳ

ωξ = β̇ sin γ − α̇ sin β cos γ,

ωη = β̇ cos γ + α̇ sin β sin γ,

ωζ = α̇ cosβ + γ̇. (1.457)
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����	�
��Ǳ

L =
1

2
[Iξ(β̇

2 + α̇2 sin2 β) + Iζ(α̇ cos β + γ̇)2]. (1.458)

�α, β, γ�Ǳ	�
���qμ, μ = 1, 2, 3,�	�
�����Ǳ�(1.383)��
���������[� (1.12)�(1.384)]:

gμν =

⎛
⎜⎝ Iξ sin2 β + Iζ cos2 β 0 Iζ cosβ

0 Iξ 0
Iζ cosβ 0 Iζ

⎞
⎟⎠ , (1.459)

�	��Ǳ

g = I2
ξ Iζ sin2 β. (1.460)


�������	���
�����(1.380)����
∫
d3q

√
g����	�

��(1.452)�������
�Iξ �= Iη �= Iζ��������Ǳ�����
�g = IξIηIζ sin2 β����gμν��Ǳ����Appendix 1C��
�(1.383)��	�
��(1.454)��������Ǳ

pα = ∂L/∂α̇ = Iξ α̇ sin2 β + Iζ cosβ(α̇ cosβ + γ̇),

pβ = ∂L/∂β̇ = Iξ β̇,

pγ = ∂L/∂γ̇ = Iζ (α̇ cosβ + γ̇). (1.461)

�������

gμν =
1

Iξ sin2 β

⎛
⎜⎝

1 0 − cosβ
0 sin2 β 0

− cosβ 0 cos2 β + Iξ sin2 β/Iζ

⎞
⎟⎠

μν

, (1.462)

�����	������Ǳ

H =
1

2

[
1

Iξ
pβ

2 +

(
cos2 β

Iξ sin2 β
+

1

Iζ

)
pγ

2 +
1

Iξ sin2 β
pα

2 − 2 cosβ

Iξ sin2 β
pαpγ

]
. (1.463)

��	���������
���
���	�����
�Ǳ������

�

p̂α = −ih̄∂α,

p̂β = −ih̄(sin β)−1/2∂β(sin β)1/2 = −ih̄(∂β +
1

2
cot β),

p̂γ = −ih̄∂γ . (1.464)

������
(1.463)�����	�����

Ĥcan = Ĥ + Ĥdiscr, (1.465)
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��

Ĥ ≡ − h̄2

2Iξ

[
∂β

2 + cot β∂β +

(
Iξ
Iζ

+ cot2 β

)
∂γ

2

+
1

sin2 β
∂α

2 − 2 cosβ

sin2 β
∂α∂γ

]
(1.466)

��

Ĥdiscr ≡ 1

2
(∂β cot β) +

1

4
cot2 β =

1

4 sin2 β
− 3

4
. (1.467)


��Ĥ���	��������������������
������
Æ��(1.437) �
	���(1.423)������Ĥ�Ĥdiscr���	������

���
��	�����������
������	Ǳ��������

������(1.400)����	�����pβ
2
�Ǳ��g−1/4p̂βg

1/2p̂βg
−1/4�Ǳ

�������	���������������������(1.394)���

�	������
�������������������� ����

�	��������	�	
-���	���(1.377)������ ����
�����
��(1.459)�����(1.462)���������������


�����������Ǳ����[ Appendix 1C������������
��(1C.2)�(1C.4)]����������	��
�

���������
�������������������	���	�
��� ���
�

��
�

gμν(q)p
μpν → −h̄2Δ (1.468)

����	����������	�����21�

#���α, β, γ����#���
�������
10���������
�����R� �(10.42)������������������������
(�Appendix 1C)

R =
(Iξ + Iη + Iζ)

2 − 2(I2
ξ + I2

η + I2
ζ )

2IξIηIζ
. (1.469)


����	���������������������
�������

���� �Ǳ��	���	��	���
��α, β, γ����	Ǳ	
��
��	���
���������	��	��Æ�����
������

������

��
����	���������&����������������

��
�������	��������
�����	���������

��Ǳ
���
	�����������
�������Ǳ������

��
�����������[�(1.401)������]�����������
����
10��
8���������������
����
���
�
��
���������������
�Ǳ�������	��
���

21�	�����������������	��������10���8������	
	�
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�����������Ǳ�������22 
����������
���

�(����)����	�����
��������������	���
����
���������������
��������������


�

1.16 ��

�������������������������

1.16.1 ����

������
��
��
��
�����Ǳpa���ǱE = Ea =
p2

a/2M����
�����������������Ǳpb������	

	�E = Eb = p2
b/2M���������������
���������

(pbtb|pata) ≡ 〈pb|e−iĤ(tb−ta)/h̄|pa〉, (1.470)

�����	�	tb → ∞�ta → −∞������#����#�������
���ω = E/h̄�������������E���Ǳ�������	��
��(1.470)�����������	

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Ebtb−Eata)/h̄〈pb|e−iĤ(tb−ta)/h̄|pa〉. (1.471)

������(S��)��
�
���������������������
����

〈pb|Ŝ|pa〉 = 〈pb|pa〉 + 〈pb|Ŝ|pa〉′, (1.472)

��

〈pb|pa〉 = 〈pb|e−iĤ(tb−ta)/h̄|pa〉 = (2πh̄)3δ(3)(pb − pa) (1.473)

���
����[� (1.186)]���	(1.471)���������������
��������������� ���
��������δ����
��
 ���δ����������	�T��

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ (2πh̄)3δ(3)(pa − pa) − 2πh̄iδ(Eb − Ea)〈pb|T̂ |pa〉. (1.474)

����(1.471)�Ĥ���������Ǳ��������
�������
��������Ǳ�����������Ǳ1(�������������
���	�����Ǳ��)�
���
|pm〉Ǳ���������Ǳ

∑
m′

〈pm|Ŝ†|pm′〉〈pm′|Ŝ|pm′′〉 =
∑
m′

〈pm|Ŝ|pm′〉〈pm′|Ŝ†|pm′′〉 = 1. (1.475)

22H. Kleinert, Mod. Phys. Lett. A 4 , 2329 (1989) (http://www.physik.fu-berlin.de/
~kleinert/199); Phys. Lett. B 236 , 315 (1990) (ibid.http/202).
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� ��
|pm〉�����	|p〉���������

〈pb
m′|Ŝ|pa

m〉 ≈ 1

L3
〈pb|Ŝ|pa〉, (1.476)

��L3������pm
b �pm

a ���
pb�pa����������|p〉
���
���Ǳ

∫
d3p

(2πh̄)3
〈pb|Ŝ†|p〉〈p|Ŝ|pa〉 =

∫
d3p

(2πh̄)3
〈pb|Ŝ|p〉〈p|Ŝ†|pa〉 = 1. (1.477)

1.16.2 $�

〈pb|Ŝ|pa〉�
�������Ǳpa��
�����Ǳpa��
��

�Ppb←pa
�����������

Ppb←pa
=

1

L6
2πh̄δ(0) 2πh̄δ(Eb −Ea)|〈pb|T̂ |pa〉|2. (1.478)

�������Ǳ�	���T������
���
�δ(0)����	��

��2πh̄δ(0) =

∫
dt eiEt/h̄|E=0 = T���������T�

Ppb←pa
=

1

L6
T 2πh̄δ(Eb −Ea)|〈pb|T̂ |pa〉|2. (1.479)

����
����
������	���
	�
�����������

����
�����������

dP

dt
=

1

L6

∫ d3pbL
3

(2πh̄)3
2πh̄δ(Eb −Ea)|〈pb|T̂ |pa〉|2. (1.480)

��������Ǳ�
����

�Æ����������	�����

��
�

∫
d3pb

(2πh̄)3
=

1

(2πh̄)3

M

(2πh̄)3

∫
dΩ
∫ ∞
0

dEb pb, (1.481)

dΩ = dφbd cos θb���������
�Æ���������(1.480)���δ�
�����pb��pa�

����$�dσ/dΩ��Ǳ�
�����
������
������

�ÆdΩ������(1.480)���$����Ǳ

dσ

dΩ
=
dṖ

dΩ

1

j
=

1

L3

Mp

(2πh̄)3
2πh̄|Tpbpa

|21

j
, (1.482)

Ǳ
����������

〈pb|T̂ |pa〉 ≡ Tpbpa
, (1.483)
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���L3�������������v = p/M��

j =
1

L3

p

M
, (1.484)

����$�	Ǳ

dσ

dΩ
=

M2

(2πh̄)2
|Tpbpa

|2. (1.485)

�
�����
����	�������(1.481)�������
��	

�M
�ǱE =

√
p2 +M2���p = |p|����������Ǳ
∫

d3p

(2πh̄)3
=

1

(2πh̄)3

∫
dΩ
∫ ∞
0

dp p2

=
1

(2πh̄)3

∫
dΩ
∫ ∞
0

dEE p. (1.486)

��	���
�����������p/M��������	���v =
p/E���

j =
1

L3

p

E
. (1.487)


���$�	Ǳ

dσ

dΩ
=

E2

(2πh̄)2
|Tpbpa

|2. (1.488)

1.16.3 ��
�

��
	�����#��(1.471)����ŜǱ

Ŝ ≈ 1 − iV̂ /h̄. (1.489)

����������	���

Tpbpa
≈ Vpbpa

/h̄, (1.490)

��

Vpbpa
≡ 〈pb|V̂ |pa〉 =

∫
d3x ei(pb−pa)x/h̄V (x) = Ṽ (pb − pa) (1.491)

������ q ≡ pb − pa�������(1.488)�
�Ǳ�	���
� (Born
1926)

dσ

dΩ
≈ E2

(2πh̄)2h̄2 |Vpbpa
|2. (1.492)
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�
������$�������fpbpa
����

dσ

dΩ
= |fpbpa

|2. (1.493)

�(1.492)�����

fpbpa
≡ − M

2πh̄
Rpbpa

, (1.494)

�
��������
��Lifshitz�%�
[9]���

1.16.4 �������
�

��������������Pl(z) ≡ P 0
l (z) [�(1.417)]
	����

fpbpa
=

h̄

2ip

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)
(
e2i∂l(p) − 1

)
(1.495)

��p ≡ |p| = |pb| = |pa|�θ���Æ���Ǳcosθ ≡ papb/|pb||pa|����
�q = pb − pa������θ��Ǳ |q| = 2p sin(θ/2).
���θ������������
�	23

P−m
l (cos θ) ≈ 1

lm
Jm(lθ), (1.496)

�(1.495)�
��������

f ei
pbpa

=
p

ih̄

∫
db b J0(qb)

{
exp

[
2iδpb/h̄(p)

]
− 1

}
, (1.497)

���b ≡ lh̄/p������	������impact parameter�� �����
�����
��eikonal approximation�� ���
����V (r) = Ze2/r�
�(2.749)���

χei
b,P[v] = −Ze

2M

|P|
1

h̄

∫ ∞
−∞

dz
1√

b2 + z2
. (1.498)

�����������������������R���
��"�"��
����	ǱR ��

χei
b,P[v] = −Ze

2M

|P|
1

h̄

∫ R

b
dr

1√
r2 − b2

= −Ze
2M

|P|
1

h̄
log

R+
√
R2 − b2

b

≈ −2
Ze2M

|P|
1

h̄
log

2R

b
. (1.499)

23M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., Formula 9.1.71.
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�	��

exp
(
χei

b,P

)
≈
(
b

2R

)2iγ

, (1.500)

��

γ ≡ Ze2M

|P|
1

h̄
(1.501)

��e2 = h̄cα��α������������24

α =
e2

h̄c
= 1/137.035 997 9 . . . . (1.502)

��γǱ��������
	(1.497)����������

f ei
pbpa

≈ h̄

2ip

1

sin2+2iγ(θ/2)

Γ(1 + iγ)

Γ(−iγ) e−2iγ log(2pR/h̄). (1.503)

��������
�����	��"
������
�����
���

�����������

iγn ≡ Ze2Mh̄

pn

= −n, n = 1, 2, 3, . . . . (1.504)

�������p = pn���������

E(n) = − p2
n

2M
= −MZ2e4

h̄2

1

2n2
, (1.505)

����������
����	�
�����ǱZe����
�

�EH ≡ e2/aH = Me4/h̄2 = 4.359 × 10−11 erg = 27.210 eV��
�����
�Rydberg energy���# (��903�).

1.16.5 	�������������

������������������Ǳ��������	�(����

����δ�������������	

δ(Eb −Ea) =
M

pb
δ(pb − pa) =

M

pb
lim

tb→∞

(
tb

2πh̄M/i

)1/2

exp
[
− i

h̄

tb
2M

(pb − pa)
2
]
,

(1.506)
���pb = |pb|�����
��(1.474)���pb = pa���&����δ���
���������
��

fpbpa
=
pb

M

√
2πh̄M/i

3

(2πh̄)3
lim

tb→∞
1

t
1/2
b

eiEb(tb−ta)/h̄ [(pbtb|pata)−〈pb|pa〉] . (1.507)

24�������������E = −∇φ�����ǱH = E2/8π + ρφ���ρ��
���
���∇ · E = 4πρ �e2 = h̄c α.�����������������
����M.E. Cage et
al., IEEE Trans. Instrum. Meas. 38 , 284 (1989)���������∇ × B = 4πj���j���
��
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�δ���������������	��2.22	��������
�

������	���������'������������	�����


����������(2.5)����	(1.471)�Ǳ�

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb−ta→∞

ei(Ebtb−Eata)/h̄(pbtb|pata)

= lim
tb,−ta→∞

〈pb|ÛI(tb, ta)|pa〉, (1.508)

��ÛI(tb, ta) ��		�
	���(1.286)
��������

1.16.6 ���-�����

����(1.286)�������ÛI(tb, ta)����������Û(t, ta)���
Ǳ����������

ÛI(t, ta) = ÛI(t, tb)ÛI(tb, ta). (1.509)

�����	�

e−iH0t/h̄ÛI(t, ta) = e−iHt/h̄ÛI(0, ta) = ÛI(0, ta − t)e−iH0t/h̄, (1.510)

����	ta → −∞
��

e−iH0t/h̄ÛI(t, ta) = e−iHt/h̄ÛI(0, ta) −−−→ ÛI(0, ta)e
−iH0t/h̄, (1.511)


��

lim
ta→−∞

ÛI(tb, ta)= lim
ta→−∞

eiH0tb/h̄e−iHtb/h̄ÛI(0, ta)= lim
ta→−∞

eiH0tb/h̄ÛI(0, ta)e
−iH0tb/h̄, (1.512)

����������(1.508)���Ǳ

〈pb|Ŝ|pa〉 ≡ lim
tb,−ta→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄〈pb|ÛI(0, ta)|pa〉. (1.513)

�	�(1.471)�
��
������������������������
� � �(1.291)	 � � � � 
〈pb|�|pb〉� � � � � � � � � � �

�(1.291)�(1.511)�������tb = 0�

〈pb|ÛI(0, ta)|pb〉 = 〈pb|pb〉 − i

h̄

∫ 0

−∞
dt ei(Eb−Ea−iη)t/h̄〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉. (1.514)

�
����#
�eηt/h̄��
�t = −∞����������������

	����

〈pb|ÛI(0, ta)|pb〉 = 〈pb|pb〉 − 1

Eb −Ea − iη
〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉. (1.515)
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����	����-������Lippmann-Schwinger equation�� �����
�
(1.513)�����������

〈pb|Ŝ|pa〉 = lim
tb,−ta→∞

ei(Eb−Ea)tb

[
〈pb|pa〉 − 1

Eb − Ea − iη
〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉

]
. (1.516)

�����pa�pb��������
����Ǳ
���������	�

�Eb = Ea����������
���
����!�Ǳ1��
��
��
����������tb���������Eb��	�	��Ǳ
����


����-�����������
���Eb = Ea������������

������	��
���


lim
tb→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄

Eb −Ea − iη
=

{
0, Eb �= Ea,
i/η, Eb = Ea.

(1.517)


������
������δ���

lim
tb→∞

ei(Eb−Ea)tb/h̄

Eb − Ea − iη
= 2πiδ(Eb − Ea). (1.518)

�
������f(Eb)�������

Eb ≡ Ea + ξ/tb. (1.519)

���Eb�������Ǳ

∫ ∞
−∞

dξ
eiξ

ξ + iη
f (Ea + ξ/ta) . (1.520)

��ta�	
���f(Ea)��	���������������������

� ����2πi�
����(1.516)����(1.474)���T��Ǳ

〈pb|T̂ |pa〉 =
1

h̄
〈pb|V̂ ÛI(0, ta)|pb〉. (1.521)

���V̂��������

�ÛI(0, ta) ≈ 1�������
�(1.490).
���-���������	��T���������
����(1.515)



��〈pb|V̂ |pa〉 = Vpbpc
���

Tpbpa
= Vpbpa

−
∫

d3pc

(2πh̄)3
Vpbpc

1

Ec − Ea − iη
Tpcpa

. (1.522)

Ǳ�	T��(1.521)�	��������
	�
ÛI(0, ta)|pa〉�x����
	Ǳ$����	��(1.511)�������
���	���Ĥ��Æ
��
�����Ea����


〈x|������
���Æ
�����

〈x|ÛI(0, ta)|pa〉 =
∫

d3p

(2πh̄)3
〈x|p〉〈p|ÛI(0, ta)|pa〉 =

∫
d3p

(2πh̄)3
〈x|p〉〈p|ÛI(0, ta)|pa〉.
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����(1.515)���	Ǳ

〈x|ÛI(0, ta)|pa〉 = 〈x|pa〉 +
∫
d3x′

∫
d3pb

(2πh̄)3

eipb(x−x′)/h̄

Ea−p2
b/2M+iη

V (x′)〈x′|ÛI(0, ta)|pa〉.
(1.523)

��

(x|x′)Ea =
∫

d3pb

(2πh̄)3
eipb(x−x′)/h̄ ih̄

Ea − p2/2M + iη
(1.524)

������
�����(1.340)���
��
����Ǳ[�(1.355)]

(x|x′)Ea = −2Mi

h̄

eipa|x−x′|/h̄

4π|x − x′| , pa =
√

2MEa. (1.525)

Ǳ���������
�����������|x|�����(1.523)��
!V (x′)����x′����
�

�|x− x′| ≈ r − x̂x′���x̂�x����

�����(1.523)�	Ǳ

〈x|ÛI(0, ta)|pa〉 ≈ eipax/h̄ − eipar

4πr

∫
d4x′e−ipax̂x′ 2M

h̄2 V (x′)〈x′|ÛI(0, ta)|pa〉.
(1.526)

�ta → −∞��	
�
�	��eipar/h̄/r�
�������f(x̂)pa
��
��

����$��������pb����������������x̂ = p̂b��

��������� ���pax̂ = pb�������

fpbpa
= lim

ta→−∞
− M

2πh̄2

∫
d4xbe

−ipbxbV (xb)〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉. (1.527)

���x������
	�
ÛI(0, ta)|pa〉���������� ����
�δ���
����
	������(1.507)�	�����	��ta → −∞��	
�

����������(xbtb|xata)����〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉�

〈xb |ÛI(0, ta)|pa〉 = 〈xb |Û(0, ta)|pa〉e−iEata/h̄ (1.528)

= lim
ta→−∞

(−2πih̄ta
M

)3/2

(xbtb|xata)e
i(paxa−p2

ata/2M)/h̄
∣∣∣
xa=pata/M

.

�������
�	�

〈xb |Û(0, ta)|pa〉e−iEata/h̄ =
∫
d3xa(xbtb|xata)e

i(paxa−p2
ata/2M)/h̄, (1.529)

����	Ǳ

(−ta
M

)3 ∫
d3p (xb 0|pta ta)ei(pap−p2

a)ta/2Mh̄. (1.530)
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������−ta��������Ǳp = pa����(1.528)�δ������	
��Ǳ

δ(D)(pb − pa) = lim
ta→−∞

(−ta)D/2

√
2πih̄M

D exp
{
− i

h̄

ta
2M

(pb − pa)
2
}

(1.531)

�����(1.338)
	�
������D = 1���
������
������(1.506) ������
	�
�tb → −ta�������
�
��
�ei(p2

b
−p2

a)2/2Mh̄�������Ǳ
����
�Ǳ1����
�	Ǳe−i(pap−p2

a)ta/2Mh̄������������δ����������
���������
���(1.530) 	Ǳ(1.528)���(1.528)����

�ei(paxa−p2

ata/2M)/h̄�������	
��1��Ǳ������(??)����
���
��

���	��	��eipar/h̄/r������	x���xa = pata/M�����
���(xb 0|xata)�
	������	�����������(1.528)����
���
��

	Ǳ���
���������(1.337)�
(1.528)�����������
���eipax������(1.523)���������
���

1.17 �������

������������	N���	��	����������
��
���ǱT�����������#�����
������������
�
��������������
�����

dp dq

h
=
dp dq

2πh̄
(1.532)

��������
�

e−H(p,q)/kBT , (1.533)

��� ����kB��������

kB = 1.3806221(59)× 10−16 erg/Kelvin. (1.534)

��
��������
��
�����1/kBT�������
���
�β�����Ǳ����inverse temperature��
�����
�
	������25

Zcl(T ) ≡
∫
dp dq

2πh̄
e−H(p,q)/kBT , (1.535)

��Ǳ��������������
�����������������

	�����������������Ǳ
∏
n

∫
dpn dqn/2πh̄�(	Ǳ��$�Ǳ

#������
	��h̄����Ǳ����

������	������
	�����
����h̄������������!!����������
�
����Z����

25In the sequel we shall always work at a fixed volume V and therefore suppress the argument
V everywhere.
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1.17.1 ����

������	������Ĥ	������������������	
��������������

Z(T ) ≡ Tr
(
e−Ĥ/kBT

)
≡ Tr

(
e−H(p̂,x̂)/kBT

)
, (1.536)

��Tr Ô����Ô����
Ĥ�N������	������������
�Ǳ�����(1.536)����������
���x̂����q̂������
������������
����������������������

�Æ�����������������	�
�������������

�����
10��
8�
	���
��
���	�: �����������
�������������

�������Ǳ��	����������	�������������

���Ǳ��������:

ZQM(tb − ta) ≡ Tr
(
Û(tb, ta)

)
= Tr

(
e−i(tb−ta)Ĥ/h̄

)
. (1.537)

���������tb − ta!���� 	�

tb − ta = − ih̄

kBT
≡ −ih̄β. (1.538)

�������������������������
���������

����������������������#�
��
���

1.17.2 &����

��������������
�particle reservoir�����#�
��
�
�����μ��. ����������&����������

ZG(T, μ) = Tr
(
e−(Ĥ−μN̂)/kBT

)
. (1.539)

���N̂��������������
�
��������������

ĤG = Ĥ − μN̂, (1.540)

��Ǳ&��	�����

��
�����N�������Z(T )������Ǳ

F (T ) = −kBT logZ(T ). (1.541)

����
����
��&����Ǳ

FG(T, μ) = −kBT logZG(T, μ). (1.542)

��� ��� ��Ǳ

E = Tr
(
Ĥe−Ĥ/kBT

)/
Tr
(
e−Ĥ/kBT

)
. (1.543)
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�����Z(T )
���������

E = Z−1kBT
2 ∂

∂T
Z(T ) = kBT

2 ∂

∂T
logZ(T ). (1.544)

Ǳ�����(1.541)����

E = T 2 ∂

∂T
(−F (T )/T ) =

(
1 − T

∂

∂T

)
F (T ). (1.545)

��&������
��������Ǳ

N = Tr
(
N̂e−(Ĥ−μN̂)/kBT

)/
Tr
(
e−(Ĥ−μN̂)/kBT

)
. (1.546)

���	&��������

N = ZG
−1(T, μ)kBT

∂

∂μ
ZG(T, μ) = kBT

∂

∂μ
logZG(T, μ), (1.547)

�	�&�������Ǳ

N = − ∂

∂μ
FG(T, μ). (1.548)

&���������

E = Tr
(
Ĥe−(Ĥ−μN̂)/kBT

)/
Tr
(
e−(Ĥ−μN̂)/kBT

)
, (1.549)

�(1.544)�(1.545)	��������
����&����������

E − μN = ZG
−1(T, μ)kBT

2 ∂

∂T
ZG(T, μ)

=

(
1 − T

∂

∂T

)
FG(T, μ).

(1.550)

�����	���������������
���������N��
����������	ǱE�
��	Ǳ

N(E) =
∑
pi

Θ(E −
N∑

i=1

p2
i /2M), (1.551)

����
�����pi
	���V������������Ǳ��
26

N(E) = V N
N∏

i=1

[∫
d3pi

(2πh̄)3

]
Θ(E −

N∑
i=1

p2
i /2M), (1.552)

26Remember, however, the exception noted in the footnote to Eq. (1.184) for systems possessing
a condensate.
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���[V/(2πh̄)3]
N

���Ǳ

√
2ME�3N
	���Ω3N�

N(E) =

[
V

(2πh̄)3

]N

Ω3N

≡
[

V

(2πh̄)3

]N
(2πME)3N/2

Γ
(

3
2
N + 1

) .
(1.553)

��D
�
	������

ΩD = πD/2/Γ(D/2 + 1). (1.554)

�
�����[	��(8.116)�(8.117)]

SD = 2πD/2/Γ(D/2). (1.555)

�����
��27

SD =
∫
dDp δ(p− 1) =

∫
dDp 2δ(p2 − 1) =

∫
dDp

∫ ∞
−∞

dλ

π
eiλ(p2−1) (1.556)

=
∫ ∞
−∞

dλ

π

(
π

−iλ
)D/2

e−iλ =
2πD/2

Γ(D/2)
(1.557)

���
������ρ = ∂N/∂EǱ

ρ(E) =

[
V

(2πh̄)3

]N

2πM
(2πME)3N/2−1

Γ(3
2
N)

. (1.558)

���������E3N/2�
������������
�e−E/kBT����

#������(1.579)��������ρ(e)�e−e/kBT�
���������

�E������	��	�
�����T�����N�����

ρ(E)e−E/kBT ∼ e(3N/2−1) log E−E/kBT . (1.559)

�����
�
�	�	

E(T ) = kBT
(

3N

2
− 1

)
≈ kBT

3N

2
. (1.560)

�(1.559)�δE = E −E(T )������������

exp

{
3N

2
logE(T ) − E(T )

kBT
− 1

2E2(T )

3N

2
(δE)2 + . . .

}
. (1.561)

������E(T ) ≈ kBT 3N/2������δE��E(T )/
√
N�����

��	���#���Ǳ��1/
√
N������������N����

�E(T )���ǱE(T )/
√
N��������Ǳδ���

ρ(E)e−E/kBT ≈ δ(E −E(T ))N(T )e−E(T )/kBT . (1.562)

27I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, op. cit., Formula 3.382.7.
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���T��������
�N(T )�����
���	�
���S(T )��N(T )
	��

N(T ) = eS(T )/kB . (1.563)

����(1.562)�
(1.579)����������	�

Z(T ) = e−[E(T )−TS(T )]/kBT . (1.564)

��(1.541)��������Ǳ

F (T ) = E(T ) − TS(T ). (1.565)

�(1.545)��������������������

S(T ) = − ∂

∂T
F (T ). (1.566)

�����&�����

ZG(T, μ) =
∫
dE dn ρ(E, n)e−(E−μn)/kBT , (1.567)

��

ρ(E, n)e−(E−μn)/kBT (1.568)

�E = E(T, μ)�n = N(T, μ)���	����
���Ǳ

ρ(E, n)e−(E−μn)/kBT ≈ δ (E − E(T, μ)) δ (n−N(T, μ))

× eS(T,μ)/kBe−[E(T,μ)−μN(T,μ)]/kBT . (1.569)

�����(1.567)�����N�������

ZG(T, μ) = e−[E(T,μ)−μN(T,μ)−TS(T,μ)]/kBT . (1.570)

�&�����(1.542)��	�������

FG(T, μ) = E(T, μ) − μN(T, μ) − TS(T, μ). (1.571)

�(1.550)���������&�����������

S(T, μ) = − ∂

∂T
FG(T, μ). (1.572)

����������������������N���V�������
��F (T,N, V )�S(T,N, V )�
�&����	������N����μ	��
�&����FG(T, μ, V )�	�����V����������
�	��


��FG(T, μ, V )�������V�������Ǳ�����p�

FG(T, μ, V ) ≡ −p(T, μ, V )V. (1.573)
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���	���
�		
�FG(T, μ, V )�	�Ǳ

dFG(T, μ, V ) = −SdT −Ndμ− pdV. (1.574)

����	���
�		(1.571)��������������		����
���(1.573)��������
�(1.573)�
(1.571)����	���

E = TS + μN − pV. (1.575)

���S,N, V	Ǳ��	����������

F = −μN − pV, (1.576)

�
�T,N, V���	��

1.18 
����Tracelog

�������������������
���Ǳ����������

�����

Z(T ) = Tr
(
e−Ĥ/kBT

)
(1.577)

��Ǳ�	������Æ
|n〉�����
������
Z(T ) =

∑
n

e−En/kBT . (1.578)

Ǳ�������

Z(T ) =
∫
dE ρ(E)e−E/kBT . (1.579)

���

ρ(E) =
∑
n

δ(E − En) (1.580)

����������(E,E + dE)��
���
������
���
�ρ̂(E)���

ρ(E) = Tr ρ̂(E) ≡ Tr δ(E − Ĥ). (1.581)

����
���������(1.577)��
�	��

ρ(E) =
∫ ∞
−i∞

dβ

2πi
eβE Tr

(
e−βĤ

)
=
∫ ∞
−i∞

dβ

2πi
eβE Z(1/kBβ). (1.582)

���

N(E) =
∫ E

dE ′ ρ(E ′) (1.583)

����	ǱE�
��������	�
���
��	
�����
�N(E)�����(1.309)���

N(E) =
∑
n

Θ(E −En). (1.584)
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�������
��	Ǳ1/2��������������������
�
!����������(1.302)�������������
���
	��
������En��
Ǳ

N(En) = (n+ 1/2). (1.585)

�ρ(E)�������������Ĥ −E������
����

Tr log(Ĥ − E) =
∑
n

log(En − E). (1.586)

���
��(1.581)����Ǳ

Tr log(Ĥ − E) = Tr
∫ ∞
−∞

dE ′ δ(E ′ − Ĥ) log(E ′ − E) =
∫ ∞
−∞

dE ′ ρ(E ′) log(E ′ − E).

(1.587)
	������������
���ζ����	�

ζ̂Ĥ(ν) = Tr Ĥ−ν, (1.588)

��Ǳ��ζ��

ζĤ(ν) ≡ Tr
[
ζ̂Ĥ(ν)

]
= Tr (Ĥ−ν) =

∑
n

E−ν
n . (1.589)

��������En = n, n = 1, 2, 3 . . .�����Ǳ��ζ��(2.519)�
���ζ���������������

Tr log Ĥ = −∂ν ζĤ(ν)|ν=0. (1.590)

���(1.586)�E���������resolvent�(1.314)���

∂E Tr log(Ĥ −E) = Tr
1

E − Ĥ
=
∑
n

1

E − En

=
1

ih̄

∑
n

Rn(E) =
1

ih̄
Tr R̂(E). (1.591)

� ��(1.325)����������E����� 
���
��

−1

π
Im ∂E Tr log(Ĥ −E − iη) =

∑
n

δ(E − En) = ρ(E). (1.592)


�
	����������(1.583)��
�	��N(E)�

−1

π
Im Tr log(E − Ĥ) =

∑
n

Θ(E − En) = N(E). (1.593)

Appendix 1A ����	���

��	
Ǳ1/2������ B ��
�������	����	�������Ǳ Ĥ0 =
−B · �/2���	��� h̄ = 1 ����	���Ǳ

e−iĤ0(tb−ta) = ei(tb−ta)B·�/2. (1A.1)
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�(1.293)�	��
������ (B ·�)2n = B2n � (B ·�)2n+1 = B2n(B ·�)��


e−iĤ0(tb−ta) = cosB(tb − ta)/2 + iB̂ · � sin B(tb − ta)/2 , (1A.2)

���B̂ ≡ B/|B|��������������	�����	� δB(t)�� (1.253)�

[�(1.293)��
�����]

δe−iĤ0(tb−ta) =

∫ tb

ta

dt e−iĤ0(tb−t)δB(t) · �e−iĤ0(t−ta). (1A.3)

��(1A.2)�������	��	Ǳ[
cosB(tb−t)/2+iB̂ · � sin B(tb−t)/2

]
δB(t) · �

[
cosB(t−ta)/2+iB̂ · � sin B(t−ta)/2

]
. (1A.4)

����[
�(1.445)]
σiσj = δij + iεijkσk (1A.5)

��
�����


B̂ · � δB(t) · � = B̂ · δB(t) + i[B̂× δB(t)] · �, δB(t) · � B̂ · � = B̂ · δB(t) − i[B̂× δB(t)] · �, (1A.6)

��

B̂ · � δB(t) · � B̂ · � =
[
B̂ · δB(t)

]
B̂ · �+ i[B̂× δB(t)] · � B̂ · �

= i[B̂× δB(t)] · B̂ +
{
[B̂ · δB(t)]B̂ − [B̂ × δB(t)] × B̂

}
· �. (1A.7)

�������Ǳ	�	� B̂2 = 1������ δB���(1A.4)����Ǳ�

cosB(tb − t)/2 cosB(t − ta)/2 δB(t) · �
+i sinB(tb − t)/2 cosB(t − ta)/2{B̂ · δB(t) + i[B̂× δB(t)] · �}
+i cosB(tb − t)/2 sinB(t − ta)/2{B̂ · δB(t) − i[B̂× δB(t)] · �}

+ sinB(tb − t)/2 sinB(t − ta)/2 δB · � (1A.8)


��
���{
cosB[(tb+ta)/2−t] δB(t)−sin B[(tb+ta)/2−t] [B̂ × δB(t)]

}
·�+i sinB(tb−ta)/2 B̂·δB(t).(1A.9)

��� ta 	�
 tb ���
	�(1A.3)�

Appendix 1B ���	��
	�

�����	�����
�������	�(1.333)�
	����1.4�	������

	��e−z2

�����������


����	���Ǳ	�∮

dze−z2
=

∫ A

0

dze−z2
+

∫ B

A

dze−z2
+

∫ O

B

dze−z2
= 0. (1B.1)

�RǱ���������	��	���	�z�
��

0 A: z = p, dz = dp, z2 = p2

B 0: z = peiπ/4, dz = dp eiπ/4, z2 = ip2

AB: z = R eiϕ, dz = i Rdp, z2 = p2,



76 1 ���������			

Figure 1.4 ������Æ�����

�
�� ∫ R

0

dp e−p2
+ eiπ/4

∫ 0

R

dp e−ip2
+

∫ π/4

0

dϕ iR e−R2(cos 2ϕ+i sin 2ϕ)+iϕ = 0. (1B.2)

�R → ∞��������	�
�
	Ǳ√
π/2����		��
���	�Ǳ	�Ǳ��

���	���
�
��	��∣∣∣∣∣
∫ π/4

0

dϕ iR e−R2(cos 2ϕ+i sin 2ϕ)+iϕ

∣∣∣∣∣ < R

∫ π/4

0

dϕ e−R2 cos 2ϕ. (1B.3)

��ϕÆ��π/4���������
������Ǳ	��α ∈ (π/4 − ε, π/4)��ε > 0��

��������sin 2ϕ > sin 2α���

R

∫ π/4

α

dϕ e−R2 cos 2ϕ < R

∫ π/4

α

dϕ
sin 2ϕ

sin 2α
e−R2 cos 2ϕ. (1B.4)

���	���

αR e−R2 cos 2α +
1

R sin 2α

[
e−R2 cos 2ϕ

]ϕ=π/4

ϕ=α
, (1B.5)

��R		���1/R��	�����(1B.2)�
��
∫ 0

∞ dp e−ip2
= −e−iπ/4√π/2���

∫ ∞

∞
dp e−ip2

= e−iπ/4√π, (1B.6)

����p → p
√

a/2�������Ǳ���	���(1.333)�

Appendix 1C �	���

�	����������
����
����Ǳ

L =
1

2
[Iξωξ

2 + Iηωη
2 + Iζωζ

2]. (1C.1)

��	��[
�(1.12)�(1.384)]

g11 = Iξ sin2 β + Iζ cos2 β − (Iξ − Iη) sin2 β sin2 γ,

g21 = −(Iξ − Iη) sin β sin γ cos γ,

g31 = Iζ cosβ,

g22 = Iη + (Iξ − Iη) sin2 γ,

g32 = 0,

g33 = Iζ , (1C.2)
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����(1.459)��
�Ǳ
g = IξIηIζ sin2 β, (1C.3)

������Ǳ

g11 =
1

g
{Iη + (Iξ − Iη) sin2 γ}Iζ,

g21 =
1

g
sin β sin γ cos γ(Iξ − Iη)Iζ ,

g31 =
1

g
{cosβ[− sin2 γ(Iξ − Iη) − Iη]}Iζ ,

g22 =
1

g
{sin2 β[Iξ − sin2 γ(Iξ − Iη)]}Iζ ,

g32 =
1

g
{sinβ cosβ sin γ cos γ(Iη − Iξ)}Iζ ,

g33 =
1

g
{sin2 βIξIη + cos2 βIηIζ + cos2 β sin2 γ (Iξ − Iη)Iζ}. (1C.4)

���� (1.70)�����	�������

Γ̄11
1 = [cosβ cos γ sin γ(I2

η − IηIζ − I2
ξ + IξIζ)]/IξIη,

Γ̄21
1 = {cosβ[sin2 γ(I2

ξ − I2
η − (Iξ − Iη)Iζ)

+ Iη(Iξ + Iη − Iζ)]}/2 sinβIξIη,

Γ̄31
1 = {cos γ sin γ[I2

η − I2
ξ + (Iξ − Iη)Iζ ]}/2IξIη,

Γ̄22
1 = 0,

Γ̄32
1 = [sin2 γ(I2

ξ − I2
η − (Iξ − Iη)Iζ) − Iη(Iξ − Iη + Iζ)]/2 sinβIξIη,

Γ̄33
1 = 0,

Γ̄11
2 = {cosβ sin β[sin2 γ(I2

ξ − I2
η − Iζ(Iξ − Iη)) − Iξ(Iξ − Iζ)]}/IξIη,

Γ̄21
2 = {cosβ cos γ sinγ[I2

ξ − I2
η − Iζ(Iξ − Iη)]}/2IξIη,

Γ̄31
2 = {sin β[sin2 γ(I2

ξ − I2
η − Iζ(Iξ − Iη)) − Iξ(Iξ − Iη − Iζ)]}/2IξIη,

Γ̄22
2 = 0,

Γ̄32
2 = [cos γ sin γ(I2

ξ − I2
η − Iζ(Iξ − Iη))]/2IξIη,

Γ̄33
2 = 0,

Γ̄11
3 = {cos γ sin γ[sin2 β(IξIη(Iξ − Iη) − Iζ(I

2
ξ − I2

η ) + I2
ζ (Iξ − Iη))

+ (I2
ξ − I2

η )Iζ − I2
ζ (Iξ − Iη)]}/IξIηIζ ,

Γ̄21
3 = {sin2 β[sin2 γ(2IξIη(Iη − Iξ) + Iζ(I

2
ξ − I2

η ) − I2
ζ (Iξ − Iη))

+IξIη(Iξ − Iη) + IηIζ(Iη − Iζ)] − sin2 γ((I2
ξ − I2

η )Iζ− I2
ζ (Iξ − Iη))

− IηIζ(Iξ + Iη − Iζ)}/2 sinβIξIηIζ ,

Γ̄31
3 = [cosβ cos γ sin γ(I2

ξ − I2
η − Iζ(Iξ − Iη))]/2IξIη,

Γ̄22
3 = cos γ sin γ(Iη − Iξ)/Iζ ,

Γ̄32
3 = {cosβ[sin2 γ(I2

η − I2
ξ + (Iξ − Iη)Iζ) + Iη(Iξ − Iη + Iζ)]}/2 sinβIηIξ,

Γ̄33
3 = 0. (1C.5)

�
����	���Γ̄μν
λ = Γ̄λ

νμ���		����������������Ricci ten-
sor��

R̄11 = {sin2 β[sin2 γ(I3
η − I3

ξ − (IξIη − I2
ζ )(Iξ − Iη))
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+ ((Iξ + Iζ)
2 − I2

η )(Iξ − Iζ)] + I3
ζ − Iζ(Iξ − Iη)2}/2IξIηIζ ,

R̄21 = {sinβ sinγ cos γ[I3
η − I3

ξ + (IξIη − I2
ζ )(Iη − Iξ)]}/2IξIηIζ ,

R̄31 = −{cosβ[(Iξ − Iη)2 − I2
ζ ]}/2IξIη,

R̄22 = {sin2 γ[I3
ξ − I3

η + (IξIη − I2
ζ )(Iξ − Iη)] + I3

η − (Iξ − Iζ)
2Iη}/2IξIηIζ ,

R̄32 = 0,

R̄33 = −[(Iξ − Iη)2 − I2
ζ ]/2IξIη. (1C.6)

�������(10.41)���������gμν
����
����

R̄ = [2(IξIη + IηIζ + IζIξ) − I2
ξ − I2

η − I2
ζ ]/2IξIηIζ . (1C.7)

	���������������	������Γ̄μν
λ�����	���Γμν

λ��	���

	Γ̄μν
λ�Γμν

λ�
�R̄�RǱ�����
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A dancing shape, an image gay,
To haunt, to startle, and waylay.

John Milton, Phantom of Delight (1804)
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2.1 �Ì��müz�´»È©L«

þfåÆ�´»È©�{´d¤ùu1942cuÐå5�1
"3Ù�Ð�nØ/

ª¥§´»È©^5£ã:âf3(k��IX¥�$Ä§��
âf½���

m�müz�Î��[�Ì(ë�1.7!)

(xbtbjxata) = hxbjÛ(tb; ta)jxai; tb > ta: (2.1)

�{üå�§·�Äkb½�m´���§�¡òí2�D�(k��I�/"
�Ú\�­�I£curvilinear coordinates¤�I��
`²"31 10{11Ùò?�
Ú�Ñ��²TAÛ�m�í2§*�­Ç£curvature¤Ú6Ç£torsion¤�V
gò¬Ñy"

2.1.1 �müz�Ì�©�

·�òÌ�?ØkÏJ'X§½í´��müz�Ì[��§(1.299)]"§�¹
¤k�'�þfåÆ&E§�kUþE²¡�)Û5�[��§(1.306)��µã]"
ù�´��oly3å§·�o´æ��mëêÏJgStb > ta��Ï"

¤ùuy§du�müz�Î÷vÄ��U\½Æ£composition
law¤(�1.7!),�Ì(2.1)�±�©��Nõ,'X`N +1�,�müz�Î"z�
ù��üz�Î�^uÃ¡���mm�� � tn � tn�1= (tb � ta)=(N + 1)> 0�¥:

(xbtbjxata) = hxbjÛ(tb; tN )Û(tN ; tN�1) � � � Û(tn; tn�1) � � � Û(t2; t1)Û(t1; ta)jxai: (2.2)
1k'ud�{¤÷�§ë��Ù"�5ºÚ©z

89
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�3z�éÛ�Îm�\�|��8,

Z 1

�1
dxnjxnihxnj = 1; n = 1; : : : ; N; (2.3)

�ÌÒC¤
N­È©�U\,

(xbtbjxata) =
NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

(xntnjxn�1tn�1): (2.4)

3d·�@½xb � xN+1; xa � x0; tb � tN+1; ta � t0. ÎÒ�[� � �]L«)Ò¥þ�¦
È"�È¼ê´'uÃ¡��mm�

(xntnjxn�1tn�1) = hxnje�i�Ĥ(tn)=�hjxn�1i (2.5)

¥�Ì�¦È"Ù¥M�îþ�Î

Ĥ(t) � H(p̂; x̂; t): (2.6)

�b�M�îþäkIO�/ª§½=�ÄU�³U�Ú,

H(p; x; t) = T (p; t) + V (x; t) (2.7)

�,?�Ú/uÐÒC�é{²
"éuv
��m�§�müz�Î

e�i�Ĥ=�h = e�i�(T̂+V̂ )=�h (2.8)

Uì���-u��-ÍdùÅ(Baker-Campbell-Hausdor� formula )úª�±�Ïf
z�Xe/ª(y²3N¹Appendix 2A)

e�i�(T̂+V̂ )=�h = e�i�V̂ =�he�i�T̂ =�he�i�
2X̂=�h2 : (2.9)

3d,�ÎX̂äkXeÐm/ª

X̂ � i

2
[V̂ ; T̂ ]� �

�h

�
1

6
[V̂ ; [V̂ ; T̂ ]]� 1

3
[[V̂ ; T̂ ]; T̂ ]

�
+O(�2) : (2.10)

�ÑK�Ü©éA�4; �5; : : :�p��§�¹V̂ ÚT̂�p�é´f"XJ·�6��
ÑKX̂¥��2Ø$�, ·��±�Ñ�Îe�i�Ĥ=�h�½�Ý
�kXe{'�/ª:

hxnje�i�H(p̂;x̂;tn)=�hjxn�1i �
Z 1

�1
dxhxnje�i�V (x̂;tn)=�hjxihxje�i�T (p̂;tn)=�hjxn�1i

=
Z 1

�1
dxhxnje�i�V (x̂;tn)=�hjxi

Z 1

�1

dpn
2��h

eipn(x�xn�1)=�he�i�T (pn;tn)=�h: (2.11)

�±�Ñ½�Ý
�

hxnje�i�V (x̂;tn)=�hjxi = �(xn � x)e�i�V (xn;tn)=�h; (2.12)
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K(2.11)C�

hxnje�i�H(p̂;x̂;tn)=�hjxn�1i �Z 1

�1

dpn
2��h

exp fipn(xn � xn�1)=�h� i�[T (pn; tn) + V (xn; tn)]=�hg : (2.13)

òþª�£(2.4), ·�Ò����¹õ­È©�¤ù´»È©úª,

(xbtbjxata) �
NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

"Z 1

�1

dpn
2��h

#
exp

�
i

�h
AN

�
: (2.14)

Ù¥§AN�¦Ú

AN =
N+1X
n=1

[pn(xn � xn�1)� �H(pn; xn; tn)]: (2.15)

2.1.2 "M�îþ´»È©

I��Ñ,´»È©(2.14)3"M�îþ�¬ÏL�X�IþÈ©�ÑnØ�F
�ËA(Hilbert)�m(�:

(xbtbjxata) �
NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

"Z 1

�1

dpn
2��h

#
ei
PN+1

n=1
pn(xn�xn�1)=�h: (2.16)

§�du

(xbtbjxata) �
NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

hxnjxn�1i =
NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

�(xn � xn�1)

= �(xb � xa): (2.17)

3ëY4�e§C�

(xbtbjxata) =
Z
Dx

Z Dp
2��h

ei
R
dtp(t) _x(t)=�h = hxbjxai = �(xb � xa): (2.18)

3�ÎL�ª(2.2)¥, é"M�îþ�/,�ªm>��müz�ÎÛ(tn; tn�1)þ�
ü �1"
�d·��±uy§3(2.16)ªÄþÈ©¦ÈS��ÈCþpn �±dÈ©ª	

��êp̂n � �i�h@xn�)"32.1.4�(·�ò¬?Ø�m©��ëY4�, ½=©
�«m�ªCu"��/"3d4�e§©lCþxn Úpn òC��mt�ëY¼
êx(t) �p(t), ¿�p(t) = �i�h@x(t) �x(t) ÷vé´'X:

[p̂(t); x(t)] = �i�h; (2.19)

=°Ü��K��é´'X .
ù�uyC½
d´»È©(2.14)�ÑÅ½��Ì��müz�§�Ä:"
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2.1.3 Å½��Ì�müz�§

·�r(2.14)¥È©¦È��"�mm���Ïf©lÑ5, ù�·�ÒU
�
�Xe4íúª

(xbtbjxata) �
Z 1

�1
dxN (xbtbjxN tN ) (xN tN jxata); (2.20)

Ù¥

(xbtbjxN tN ) �
Z 1

�1

dpb
2��h

e(i=�h)[pb(xb�xN )��H(pb;xb;tb)]: (2.21)

3È©ÒS �Äþpb �±dÈ©	 �©�Îp̂b � �i�h@xb )¤. ù:épb �?¿
¼êþ¤á, ÏdM�îþ��±£�ÄþÈ©Ò	¡§��

(xbtbjxN tN )�e�i�H(�i�h@xb ;xb;tb)=�h
Z 1

�1

dpb
2��h

eipb(xb�xN )=�h=e�i�H(�i�h@xb ;xb;tb)=�h�(xb�xN ):
(2.22)

rdª�£�(2.20) ¥§·�k

(xbtbjxata) � e�i�H(�i�h@xb ;xb;tb)=�h(xb tb��jxata); (2.23)

½

1

�
[(xb tb+�jxata)� (xbtbjxata)] � 1

�

h
e�i�H(�i@xb ;xb;tb+�)=�h � 1

i
(xb tbjxata): (2.24)

3�! 0 4��/e, §�òC��müz�Ì��©�§

i�h@tb(xbtbjxata) = H(�i�h@xb ; xb; tb)(xb tbjxata); (2.25)

ù�´�Î/ªþfåÆ�Å½��§(1.297) "

2.1.4 �m©�üz�Ì�Âñ5

3dI�éd�m©��L�ª(2.14) 3ëY4�eLÞ�þfåÆ�Ì�Â
ñ5¯K�
`²"3�ëY4��§�m©���� = (tb � ta)=(N + 1)! 0 ª
u"§Ó�©�êN ªu1"ù�Âñ5�±3���ÄUe��y²"éuI
O�ÄU T = p2=2M==�³V (x; t)´v
1w�§ù�ÂñU
��y². é
u��mÃ'�³§·��Ñ���¡�Trotter product formula�(J§/ªX
eµ

e�i(tb�ta)Ĥ=�h = lim
N!1

�
e�i�V̂ =�he�i�T̂ =�h

�N+1
: (2.26)

XJT ÚV ´~ê�{,ùw,3²T¿Âe´�(�"XJ§�´�Î§·�|
^�ª(2.9) 5­#��ª(2.26)��>§��

e�i(tb�ta)Ĥ=�h �
�
e�i�(T̂+V̂ )=�h

�N+1 �
�
e�i�V̂ =�he�i�T̂ =�he�i�

2X̂=�h2
�N+1

:
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AÛA£Trotter¤úªw�·�§��2¤'~�é´�X̂3N ! 1�4�e´v
k�z�"¦ù�Øã���y�êÆ^�I��¼©Û§du�L;�zÒØ

3ùp�Ñ
(äN[!�wù�Ù�¡Ú^��'©z)"é·�5`�I��
�AÛAúªéke���ÎÚý�õêÔnþa,��³¤áÒ

"§ØU

^5í�¤ù��m©��´»È©/ª(2.14)§=B´3®�úª¤á�NX
¥�Ø1"IAO5¿§á�m�Ì�U¬kOu(2.13)"~X§���¥Ôá
Ú³V (x) / �1=jxj §T³eAÛAúª®²�y²´�(�",
§=¦éu
ü��mm�§¤ù�mm�úª�´uÑ�"ù�:ò3 12 Ù�[?Ø"a
q�¯Kò3Ù¦Ôn�'�³þuy§~XV (x) / l(l +D � 2)�h2=jxj2 (l%³
^) �V (�) / m2�h2=sin2 � (�C¥4��³^)"3¤k�ù
�¹e§X̂Ðm/
ª(2.10)S�é´fC��5�ÛÉ"¯¢þ§·�òw�=¦´éu��Ã¡�
��ù�Ðm/ª�ØUÂñ"¤k��fXÚ�¹Xd/ª�³§¤±¤ùú
ª(2.14)ØU^5O��Ñ�[�Ì�Cq�"7L�é�#�´»È©úª§ù
�?Öò3 12Ù�¤" 3$�´§ò����úªÏL�
C��ª{z¤3
��9Ï�mp�kåP³�¤ù.úª§ù�L§´�U¢y�"Ïd§±þ

æ^�U�ÑXd/ª³e�¤ùúª��{éu�Ö±���\´v
�"ù

��§T�{��±�¤kþfåÆO��Õá�Ñu:"

��5§3¤k�mm�úª~X3úª(2.14)¥�ÎÒ� §L«�Òò¬3
ëY4� N ! 1; � ! 0��¹eÑy§³kþ¡`L�a.Û:��¹~	"
3�^þp§ëY4�vk�o°©�ó"3(2.15)¥§¦ÚªAN ¤�XeÈ©

/ª

A[p; x] =
Z tb

ta
dt [p(t) _x(t)�H(p(t); x(t); t)] (2.27)

ù´3��ÊH��¹e���"ù�L�ª�@�´3� �meéu´

»x(t); p(t)�²;�K�^.Ï� £CþxN+1 Úx0 �©O�½3"��ÚÐ©
�exb Úxa, Ïd´»÷v>.^�x(tb) = xb; x(ta) = xa.
3�Ó���e§úª(2.14)¥�Ã¡õ�È©�¦È�¡�´»È©. É�

��È©�±�¤Xe/ª

lim
N!1

NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

"Z 1

�1

dpn
2��h

#
�
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
D0x

Z Dp
2��h

: (2.28)

ÏL½Â��§3ù�(J¥�pnÈ©�'xn�È©õ�­"Ï�x0 ÚxN+1 ´

�½�¿�xn �´È©´éun = 1; : : : ; Ne�§z�é(xn; xn�1) ´3pn �È©
3n = 1; : : : ; N + 1 e�¤�.d«�¹d�¼È©D0xþ�§Ò5I«. 3d½Â
e§T�Ì�{��

(xbtbjxata) =
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
D0x

Z Dp
2��h

eiA[p;x]=�h: (2.29)

´»È©k��{ü��*)º:¤k´»e�È©éAX��ÔnXÚüz
¥�U�¤k²{�¦Ú"�êeiA[p;x]=�h ´ÚOåÆ¥Å�[ùÏfe�E=kBT�
þféA "��êVÇØÓ§��X�� Ïf^5�½���U�²{µ

lxa; ta�xb; tb����Ì�±ÏLr¤kù
²{�� Ïf�\��ª5��,

(xbtbjxata) =
X

²{�¤kL§
(xa;ta); (xb;tb)

eiA[p;x]=�h; (2.30)
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¦Ú�)
� �me¤k�´»§ù
´»�à:´�½3x�me�xbxa"

2.1.5 Äþ�me��müz�Ì

±þuy�3x Úpe�¼È©�Øé¡5´�±à:3 £�me�(J"
Uì�^�Ý��ª1?�±Ð©Ú�ª�Äþpb Úpa´�½�§ù´k�U
�"�±æ��c�Ú½§3F�ËAÄþ�mL�e���éA��müz�

Ì, l�müz�Î�Ý
�m©

(pbtbjpata) � hpbjÛ(tb; ta)jpai: (2.31)

�mm�Uì(2.2){(2.4)e?1, ò¤k�x^p5�O, ���'X(2.3)�^±e
�úª5�O Z 1

�1

dp

2��h
jpihpj = 1; (2.32)

�éA�����/ª�k¤ØÓ[ �(1.186)�'�]

hpbjpai = 2��h�(pb � pa): (2.33)

3��È©(J�L§¥§È©ÿÝk���Øé¡5: xn�È©'pn�È©õ
�­"m�e�´»È©�±��

(pbtbjpata) �
NY
n=1

"Z 1

�1

dpn
2��h

#
NY
n=0

�Z 1

�1
dxn

�

� exp

(
i

�h

NX
n=0

[�xn(pn+1 � pn)� �H(pn; xn; tn)]

)
: (2.34)

ù��ÌÚx�me�Ì(2.14)�'Xé{üµò(2.14)¥1��'up1Ú����
'upN+1�È©l¦È¥�Ñ, r§�­·¶�pa Úpb§¿�UXe�ª­#ü
�¦Úª

PN+1
n=1 pn(xn � xn�1)

N+1X
n=1

pn(xn � xn�1) = pN+1(xN+1 � xN ) + pN (xN � xN�1) + : : :

: : :+ p2(x2 � x1) + p1(x1 � x0)

= pN+1xN+1 � p1x0

�(pN+1 � pN )xN � (pN � pN�1)xN�1 � : : :� (p2 � p1)x1

= pN+1xN+1 � p1x0 �
NX
n=1

(pn+1 � pn)xn; (2.35)

�e�È©¦Èwå5��ª (2.34)�q§Ø
�$��ên �'�ª (2.34)¥�
���ü "34�N !1 ù´vkK��§¿�·���Fp�C�

(xbtbjxata) =
Z dpb

2��h
eipbxb=�h

Z dpa
2��h

e�ipaxa=�h(pbtbjpata): (2.36)
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_�'Xª�

(pbtbjpata) =
Z
dxb e

�ipbxb=�h
Z
dxa e

ipaxa=�h(xbtbjxata): (2.37)

3ëY4�e, �Ì(2.34)3´»È©e�±�� path integral

(pbtbjpata) =
Z p(tb)=pb

p(ta)=pa

D0p
2��h

Z
Dxei �A[p;x]=�h; (2.38)

ùp·��Ñ

�A[p; x] =
Z tb

ta
dt [� _p(t)x(t)�H(p(t); x(t); t)] = A[p; x]� pbxb + paxa: (2.39)

2.1.6 þfåÆe��©¼ê

�ÏL¦,5½ÂþfåÆ��©¼ê�§´»È©3xÚpeÑyé¡5(£
� 1.17!)

ZQM(tb; ta) = Tr
�
e�i(tb�ta)Ĥ=�h

�
" (2.40)

3½��Ä:þ§¦,C¤é�Ì�È©(xbtbjxata) ¿�kxb = xa:

ZQM(tb; ta) =
Z 1

�1
dxa(xatbjxata): (2.41)

,	�3xN+1 � x0þ�¦,È©¦�éZQM�´»È©3pn Úxnþ´é¡�µ

Z 1

�1
dxN+1

NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

"Z 1

�1

dpn
2��h

#
=

N+1Y
n=1

"ZZ 1

�1

dxndpn
2��h

#
: (2.42)

3ëY4�e§�ª�m>�±�¤

lim
N!1

N+1Y
n=1

"ZZ 1

�1

dxndpn
2��h

#
�
I
Dx

Z Dp
2��h

; (2.43)

¿�ÿÝk±eéXZ 1

�1
dxa

Z x(tb)=xa

x(ta)=xa
D0x

Z Dp
2��h

�
I
Dx

Z Dp
2��h

: (2.44)

ÎÒ
H
L«±Ï>.^�x(ta) = x(tb). 3ÄþL�e·�Ó��±�ÑZ 1

�1

dpa
2��h

Z p(tb)=pa

p(ta)=pa

D0p
2��h

Z
Dx �

I Dp
2��h

Z
Dx ; (2.45)

d�±Ï>.^��p(ta) = p(tb), �ª�m>´�Ó�"Ïd´»È©�Ñþf
åÆ��©¼ê

ZQM(tb; ta) =
I
Dx

Z Dp
2��h

eiA[p;x]=�h =
I Dp

2��h

Z
Dxei �A[p;x]=�h: (2.46)
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3m>��ê�§�^þ �A[p; x] UdA[p; x]5O�, Ï��â±Ï>.^�
3(2.39)¥�	���±�K"3�mm�L«¥§�ª�±ÏLé¦Ú
ª(2.35)?1­#ü�5��§Xe¤«µ

N+1X
n=1

pn(xn � xn�1)

�����
xN+1=x0

= �
NX
n=0

(pn+1 � pn)xn

�����
pN+1=p0

: (2.47)

3�©¼ê�´»È©Ly/ª(2.46)eÑyþfåÆ�5K§
þfåÆ�
�é²;ÚOåÆ�g,8B´dÊK��ã�"ÏLù
5K§��mez�

�NÈ�dxdp=h ��êVÇe�E=kBT¤Óâ. 3þfåÆ�´»È©/ªe§3
´»��me�z��NÈ�´»��m

Q
n dx(tn)dp(tn)=h ���X�� Ï

feiA[p;x]=�h�é"3ùp·��±w�éA�n�Ny§T�n£ã
d²;åÆ
�þfåÆ�=C"´»È©/ª�'±c�'uþfåÆ�£ãwå5�\�

g,§Ï�±c�£ãI�ò¤k�²;�� �me�Cþp; x^�Î5O�§
ù�5KåÐ´éJn)�"

2.1.7 ¤ù /�m´»È©

¢Sþ§3¤ù�Ð�Ø©p¿vk�Ñ±þ��mLãe�´»È©úª"

Ï�3(2.7)¥�ÄUÏ~kT (p; t) = p2=2M�/ª§¦ò5¿å8¥3M�îþ
þ

H =
p2

2M
+ V (x; t); (2.48)

d��mm��^þ(2.15)C�

AN =
N+1X
n=1

"
pn(xn � xn�1)� �

p2n
2M

� �V (xn; tn)

#
: (2.49)

òþª�¤²�Ú�/ª

AN=
N+1X
n=1

"
� �

2M

�
pn � xn � xn�1

�
M
�2
+
M

2
�
�
xn � xn�1

�

�2
� �V (xn; tn)

#
: (2.50)

The momentum integrals in (2.14) may then be performed using the Fresnel
integral formula

(2.14)¥�ÄþÈ©Ò�±|^�r�£Fresnel¤È©úª (1.333)5�¤, �
Ñ Z 1

�1

dpn
2��h

exp

"
� i

�h

�

2M

�
pn �M

xn � xn�1
�

�2#
=

1q
2��hi�=M

; (2.51)

·���O���/ª

(xbtbjxata) � 1q
2��hi�=M

NY
n=1

2
4Z 1

�1

dxnq
2��hi�=M

3
5 exp� i

�h
AN

�
; (2.52)
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Figure 2.1 �i/´»L«��3��ta lxa :Ñu§{²¤k�U�´�3��tb�

�xb:"�m¶dm����ª¥��Î^Sk�Ó��� (2.2).

3ùpAN ´¦Ú

AN = �
N+1X
n=1

"
M

2

�
xn � xn�1

�

�2
� V (xn; tn)

#
; (2.53)

¿�kxN+1 = xb Úx0 = xa"3ùpÈ©H9 /�mp�¤k´»
Ø´�
�m /�m . þfåÆe�âfl��½�Ð©:xa m©§{²¤k�U�
´»���½�,�ª:xb§ù
È©Ò)º
ù�¯¢"z�^´»��Ì
´exp(iAN=�h). XãFig. 2.1 ¤«�Ñ´»È©�AÛ`²"

3ëY4�e§¦Úª(2.53)ªu.�KF/ªe��^þµ

A[x] =
Z tb

ta
dtL(x; _x) =

Z tb

ta
dt
�
M

2
_x2 � V (x; t)

�
: (2.54)

5¿:ù��^þ´x(t)3�m¿Âþ�½��¼§XÓ�ª (1.26)½Â���"2

éu�mm�¤ù´»È©§·�Uy¢Å½��§µXÓ3(2.20)��, ©l
Ñ���m�¡§Xe¤«:

(xbtbjxata) �
Z 1

�1
dxN (xbtbjxN tN ) (xN tN jxata)

=
Z 1

�1
d�x (xbtbjxb��x tb��) (xb��x tb��jxata); (2.55)

2XJ�¼F [x] U�¤
R
dtf(x(t); _x(t)) �È©/ª§K�¡��´½��¶ XJ§

k
R
dtf(x(t)) �/ª§K¡���½�£ultra-local¤.
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ùpk

(xbtbjxb��x tb��) � 1q
2��hi�=M

exp

(
�
i

�h

"
M

2

�
�x

�

�2
� V (xb; tb)

#)
: (2.56)

y3·�òÈ©ª(2.55)¥��Ì^�V£Taylor¤?êÐm

(xb��x tb��jxata) =
�
1��x @xb +

1

2
(�x)2@2xb + : : :

�
(xb; tb��jxata): (2.57)

òdª�\(2.55)¥§�x �Ûêg�Ã�z"éuóêg�§·�|^ú
ª(1.335)��r�/ªÚ�x�Ûêg��"5�¤È©§éu�x�óêg�
·�k

Z 1

�1

d�xq
2��hi�=M

(�x)2n exp

(
�
i

�h

M

2

�
�x

�

�2)
=

 
i
�h�

M

!n
(2.58)

¤±3(2.55)ª¥�È©C�

(xbtbjxata)=
"
1 + �

i�h

2M
@2xb +O(�2)

# �
1� �

i

�h
V (xb; tb) +O(�2)

�
(xb; tb��jxata): (2.59)

3�! 0�4�e§dª�ÑÅ½��§"(2.23).
3ëY4�e·�ò�Ì(2.52)�¤��´»È©

(xbtbjxata) �
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx eiA[x]=�h: (2.60)

ù´¤ù^5£ãþfåÆ�Ì(2.1)��Ð�úª"§�¹
3 /�mþé¤
k´»�¦Ú§¿�k���X�^þA[x]/ª�� Ïf"
3L�ª(2.29), (2.38), (2.44), (2.45)¥§·�^�Ó�ÿÝÎÒDx 5L«

 /�me�´»Ú�d��ØÓ�3��me�´»"ATØ¬�5·

 "5¿3��múª(2.14)e��	�dpnÈ©�)
(2.52) ¥���	�Ï

f1=
q
2��hi�=M§ù3dxnÈ©e´Ø¬���"

|^¤ù�Ì�±O�þfåÆ��©¼ê(2.41)����3 /�mþ�´
»È©

ZQM =
I
Dx eiA[x]=�h" (2.61)

X3(2.43), (2.44)ª¥��, ÎÒ
H Dx L«ù
´»k�Ó�à:x(ta) = x(tb)§

¿�´»È©3ëY4�e´È©�¦È

I
Dx �

N+1Y
n=1

Z 1

�1

dxnq
2�i�h�=M

: (2.62)
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�(2.52) Ú(2.60)ØÓ§þªvk�	�1=
q
2�i�h�=M Ïf§ù´Ï�éuÐ©(=

�ª) �xb = xa�È©L«�´þfåÆ¥�¦,"ùp§�(2.46)��§^�
Ó�ÎÒ

H Dx5IPØ¬�5· §Ï�(2.46)����X��
R Dp�È©"

�
��5§·��±�ÑØ7��ål�©��m¶"3ëY4�N !
1e, �K´»È© (2.14) �Ã¡�må�ÀJ´Ã'�

�n = tn � tn�1: (2.63)

3±e��ªe§ /�múª�)ØÓ�må�n : ��¤pn �È©§·���
��(2.52) .�úª§òz���^�n5�O§=

(xbtbjxata) � 1q
2��hi�b=M

NY
n=1

2
4Z 1

�1

dxnq
2�i�h�n=M

3
5

� exp

(
i

�h

N+1X
n=1

"
M

2

(xn � xn�1)
2

�n
� �nV (xn; tn)

#)
: (2.64)

3(åù!�c§���:��5¿µØÏL¤ù�m©�Ú½§é�

müz�Ì(2.29)½Â´»È©Ã¦´�U�§XÓÅ½��©�§�)[��
ª. (1.304))]:

[Ĥ(�i�h@x; x)� i�h@t](x tjxata) = �i�h�(t� ta)�(x� xa): (2.65)

XJÏL¦)��Ã'�Å½��§Ĥ n(x)=En n(x) ���|Å¼ê n(x)´�
���8§@où�)�dÌL«(1.319)�Ñ

(xbtbjxata) = �(tb � ta)
X
n

 n(xb) 
�
n(xa)e

�iEn(tb�ta)=�h; (2.66)

ùp��(t) ´â�m�¼ê£Heaviside function¤ (1.300)",
§ù�½Â��

¤ù´»È©�{�8�§Ï�¤ù´»È©´l�Nall-timeÞá�*:5
n)��þfXÚ"8�´l�N½Â��müz�Ì¥é�¤k�5�§A

O´Å½�Å¼ê"3 �N{Ï~'Å½��{�\E,§·��ò¬318Ù
Ú12{14Ùw�§d�{�¹dk��mm����#L�°©�?",
§d
{��ko�­��`:"Äk§3nØþ´áÚ<�§Ï�§Ø^�Î5�ã

þfnØ§
´ÏL�9åÆÞá�a'5£ãþfÞá(·�ØÈò3ùÙw
�ù�:)"Ùg§§^|�òþfåÆ�²;åÆéXå5(·�ò314Ù¥Ð
«)"2g§d�{Jø
#�C©Ú½5Cq�ïÄE,�þfåÆÚþfÚ
OXÚ(�15Ù)"��§§�Ñ�«g,�AÛ�{§3�¹*�­ÇÚ6Ç�
�me5ïÄâf�ÄåÆ"(�10{11Ù)"du�ÎgS¯K¦��Î�{�}

§
d{U
��JÑØÏ~��(�£ã§ù«£ã´�é��âf3�¹

*�­ÇÚ6Ç��me�þfÄåÆ"lùp�U��3ÊH�meÅ½�n

ØØÏ~�ò�§¿�3±��¢�eu�§�ýó"4

3Nõ(¡®²¦)��XÚ´»È©�Ör��
ù�5K§Ï�ÑÎØ~¦�|^Å½�

�§§¦+±wå5��E,�´»È©IP5ù»"
4H. Kleinert, Mod. Phys. Lett. A 4 , 2329 (1989) (http://www.physik.fu-berlin.de/~klei-

nert/199); Phys. Lett. B 236 , 315 (1990) (ibid.http/202).
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2.2 gdâf�°()

�
éÐ�|^¤ù´»È©úª?1¢S�ïÄ§·��[��Ägdâf

ù«�{ü��¹§�ÑÙ�K/ª

(xbtbjxata) =
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
D0x

Z Dp
2��h

exp

"
i

�h

Z tb

ta
dt

 
p _x� p2

2M

!#
; (2.67)

¿��ÑÙX //ª:

(xbtbjxata) =
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dx exp

�
i

�h

Z tb

ta
dt
M

2
_x2
�
: (2.68)

Ï�ÏL*	�ª��Ã>·���È©4�´²w�§¤±l8±�·��Ñ

KÈ©4�§Ø�I�AO`²"

2.2.1 ��)

3 //ªeU�N´�)ûù�¯K"|^úª (2.52), (2.53)¿�·�
-V (x) = 0§ÒUO�Ñ�mm�L�ª�È©/ª"dd���pdÈ©�±
|^úª(1.333)N´�O�Ñ5
lù�úªp·�U��{ü�5K

Z
dx0

1q
2�i�hA�=M

exp

"
i

�h

M

2

(x00 � x0)2

A�

#
1q

2�i�hB�=M
exp

"
i

�h

M

2

(x0 � x)2

B�

#

=
1q

2�i�h(A+ B)�=M
exp

"
i

�h

M

2

(x00 � x)2

(A+ B)�

#
; (2.69)

ù�ÒU����gdâf��Ì

(xbtbjxata) =
1q

2�i�h(N + 1)�=M
exp

"
i

�h

M

2

(xb � xa)
2

(N + 1)�

#
: (2.70)

�\(N + 1)� = tb � ta��§��

(xbtbjxata) =
1q

2�i�h(tb � ta)=M
exp

"
i

�h

M

2

(xb � xa)
2

tb � ta

#
: (2.71)

5¿gdâf��Ì��mm��ê8N + 1Ã'"�,§�Ì(2.71)�Å½�(
J(1.337) 3D = 1�´���"
éu��mk'��þM(t) = Mg(t)§O�L²´»È©(2.67) Ú(2.68) äk

{ü�)�/ª:

(xbtbjxata) =
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
D0x

Z Dp
2��h

exp

"
i

�h

Z tb

ta
dt

 
p _x� p2

2Mg(t)

!#
; (2.72)



2.2 gdâf�°() 101

¿�3X //ªe:

(xbtbjxata) =
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dxpg exp

�
i

�h

Z tb

ta
dt
M

2
g(t) _x2(t)

�
: (2.73)

3ùp§È©
R Dxpg�ÿÝ�L¦È�ëY4�[é'(2.52)]:

Z x(tb)=xb

x(ta)=xa
Dxpg � 1q

2��hi�=Mg(tb)

NY
n=1

2
4Z 1

�1

dxnq
2��hi�=Mg(tn)

3
5 : (2.74)

Ïfg(tn) ?\È©ª(2.69)�z�?¹kM�/�§±c��mm�ëê�y3C
¤�n = �=g(tn)§·�^±e��Ì�O(2.71)

(xbtbjxata) =
1q

2�i�hM�1
R tb
ta
g�1(t)

exp

"
i

�h

M

2

(xb � xa)
2R tb

ta
g�1(t)

#
: (2.75)

Tª�Fp�L«�

(xbtbjxata) =
Z dp

2��h
exp

(
i

�h

"
ip(xb � xa)� p2

2M

Z tb

ta
g�1(t)

#)
: (2.76)

2.2.2 �7²;´»�Þá

�3,�«�{5O��Ì§'¡c{ü��¹�õ�¦^§¿�3·��o

(euyéuA½��a�²��´»È©T�{´ék^�?n�ª"d�{

±éA²;´»�¤k´»�Ä:§�Ò´`§¤k�´»Ñ�©¤²;´»

xcl(t) = xa +
xb � xa
tb � ta

(t� ta); (2.77)

gdâfòU�e$Ä�§?1$Ä

�xcl(t) = 0; (2.78)

\þ ��x(t):

x(t) = xcl(t) + �x(t): (2.79)

Ï�å:Úª:�½3xa; xb, �A�§ �3à:?��:

�x(ta) = �x(tb) = 0: (2.80)

 ��x(t) ´��âf;��þfÞá "3êÆþ§>.^�(2.80) ´�)|�
X£Dirichlet¤>.^�. ò©)ª(2.79) �\�^þ¥�§·�uyµÏ�éu
²;´»k$Ä�§(2.78)5£ã§�^þ
¤ü��¦Ú/ª§��´²;�²
��§,��´XÞá²��
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M

2

Z tb

ta
dt
n
_x2cl(t) + 2 _xcl(t)� _x(t) + [� _x(t)]2

o

=
M

2

Z tb

ta
dt _x2cl +M _x�x

���tb
ta
�M

Z tb

ta
dt�xcl�x+

M

2

Z tb

ta
dt(� _x)2

=
M

2

�Z tb

ta
dt _x2cl +

Z tb

ta
dt(� _x)2

�
:

�Ñy·Ü�´du²;´»4�5����(J§

�A
���
x(t)=xcl(t)

= 0: (2.81)

þªL²3²;�^þNC��gÞáÐm£
uctuation expansion¤

Acl � A[xcl] (2.82)

3�x(t)¥vk�5�§�Ò´`§äkXe/ª

A = Acl +
1

2

Z tb

ta
dt
Z tb

ta
dt0

�2A
�x(t)�x(t0)

�x(t)�x(t0)
����
x(t)=xcl(t)

+ : : : : (2.83)

Ï��^þ´ü��Ú§¤±�Ì�±©)¤²;�ÌeiAcl=�h ÚÞáÏfF0(tb �
ta)�¦È,

(xbtbjxata) =
Z
Dx eiA[x]=�h = eiAcl=�hF0(tb; ta): (2.84)

éugdâfk²;��^þ

Acl =
Z tb

ta
dt
M

2
_x2cl; (2.85)

ÞáÏfF0(tb � ta) ´ÏL´»È©�Ñ

F0(tb � ta) =
Z
D�x(t) exp

�
i

�h

Z tb

ta
dt
M

2
(� _x)2

�
: (2.86)

du3à:?�x(t) ��§¤±d�ÞáÏfØ�6uxb; xa§=�6uÐ©�
mÚª��mtb; ta"�m²£ØC5?�Ú�òù«�65ü$��m�tb �
taþ"F0(tb � ta) �eI0 L�ÞáÏf�gdâfA5"ò(2.77) �\(2.85),·
�á=��

Acl =
M

2

(xb � xa)
2

tb � ta
: (2.87)

,��¡§ÞáÏfI�O�õ­È©

FN
0 (tb � ta) =

1q
2��hi�=M

NY
n=1

2
4Z 1

�1

d�xnq
2��hi�=M

3
5 exp� i

�h
AN




�
; (2.88)
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ùpAN

 ´�mm�Þá�^þ

AN

 =

M

2
�
N+1X
n=1

 
�xn � �xn�1

�

!2

: (2.89)

��§·�7L�ëY4�

N !1; � = (tb � ta)=(N + 1)! 0:

2.2.3 ÞáÏf

ù!�Ù{Ü©òO�ÞáÏf(2.88)"3d�c§·�ò�Ñ?n�mm�
L�ª���E|"duÞáCþ�x ²~Ñy§·��Ñ¤k�� �^Cþx5
L«±d?1{z"

�±|^�©�ÎrÚ§��Ýr5?n3©��m¶þ¦Ú§ü��Î�½
ÂXe

rx(t) � 1

�
[x(t+ �)� x(t)]; rx(t) � 1

�
[x(t)� x(t� �)]: (2.90)

±þü��ÎkØÓ��m�ê/ª@t§¿�3ëY4�� ! 0eXJÑ�^3�
�©��§þ§K{z�µ

r;r �!0���! @t; (2.91)

duäkN +1ã�lÑ�m¶�¤������:(�§¤±�©�Îr;r��
¡��:�ê£lattice derivatives¤.
éu3lÑ�mtn��I:·��Ñ

rxn =
1

�
(xn+1 � xn); N � n � 0;

rxn =
1

�
(xn � xn�1); N + 1 � n � 1: (2.92)

�mm��^þ(2.89)U^rxn ½örxn ù���L«Ñ5(^xn �O�xn)

AN

 =

M

2
�

NX
n=0

(rxn)2 = M

2
�
N+1X
n=1

(rxn)2: (2.93)

3ù��IPe§4�� ! 0 ´é²w�µ¦Úª�
P

n C¤È©
R tb
ta
dt, 
(rxn)2

Ú(rxn)2 ª�u _x2, ¤±

AN

 !

Z tb

ta
dt
M

2
_x2: (2.94)

ù�§�mm��^þ¤�.�KF�^þ"
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�:�êäkÚÊÏ�êaq�5�"==I�·�c[�«©r Úr"~
X§�©ÜÈ©aq§�:�ê��±©Ü¦Ú" ®�©ÜÈ©�5K�Z tb

ta
dtg(t) _f(t) = g(t)f(t)

���tb
ta
�
Z tb

ta
dt _g(t)f(t): (2.95)

3�:þ§�ÑéA�¼ê'Xf(t)! xn Úg(t)! pn:

�
N+1X
n=1

pnrxn = pnxnjN+1
0 � �

NX
n=0

(rpn)xn: (2.96)

ù´��ÎÜ(2.35)ª�"
éu¼ê3à:?��§�Ò´`§éuxN+1 = x0 = 0§·�U�ÑL¡�

¿�£Ä�ªm>�¦Ú��§ù���{ü�úª[����ª (2.47)]

N+1X
n=1

pnrxn = �
NX
n=0

(rpn)xn = �
N+1X
n=1

(rpn)xn: (2.97)

XJp(t)Úx(t)3�mm�tb� tae´±Ï5�§=µp0 = pN+1; x0 = xN+1§ò�

±±þ�5�"3ù«�¹e§ò�ªm>�¦Ú£Ä��ü ��wå5�é

¡�úª
N+1X
n=1

pnrxn = �
N+1X
n=1

(rpn)xn: (2.98)

3�mm��^þ(2.89)p§þfÞáxn (=̂�xn)3à:?��§¤±|^(2.97)5
?1U�

N+1X
n=1

(rxn)2 = �
NX
n=1

xnrrxn: (2.99)

3�^þ(2.93)�rxn /ªe§lm���$^úª(2.97)§¿�|^3à:?x0
ÚxN+1þfÞá���§Ó��§��µ

NX
n=0

(rxn)2 = �
N+1X
n=1

xnrrxn = �
NX
n=1

xnrrxn: (2.100)

(2.99) Ú(2.100)üª�m>U±Ý
�/ª�Ñ

�
NX
n=1

xnrrxn � �
NX

n;n0=1

xn(rr)nn0xn0 ;

�
NX
n=1

xnrrxn � �
NX

n;n0=1

xn(rr)nn0xn0 ; (2.101)

éAX�Ó�N �N Ý


rr � rr � 1

�2

0
BBBBBBB@

�2 1 0 : : : 0 0 0
1 �2 1 : : : 0 0 0
...

...
0 0 0 : : : 1 �2 1
0 0 0 : : : 0 1 �2

1
CCCCCCCA
: (2.102)
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ù²w´�g�m�ê@2t��:/ª§
�3ëY4��! 0eòòzK"·�¡
���:.Ê.d�Î£lattice Laplacian¤.
���:�êÚÊÏ�ê��k���Ó�5�§Ñ�±ÏL=z�Fp�©þ5

é�z"�?1Xe©)

x(t) =
Z 1

�1
d!e�i!tx(!); (2.103)

¿�$^�:�êr§·�uy

rx(tn) =
Z 1

�1
d!

1

�

�
e�i!(tn+�) � e�i!tn

�
x(!) (2.104)

=
Z 1

�1
d!e�i!tn

1

�
(e�i!� � 1) x(!):

Ïd§3Fp�©þþ§räk�y�
1

�
(e�i!� � 1): (2.105)

3ëY4�� ! 0e§C¤ÊÏ�m�ê@t��y�§�Ò´§�i ¦±Fp�©
þ�ªÇ!"�
J2ù:§·�ò^
L«ir��y�§u´k

(irx)(!) = 
 x(!) � i

�
(e�i!� � 1) x(!): (2.106)

Ó��§éu�Ý��:�ê§·��Ñ

(irx)(!) = 
 x(!) � � i
�
(ei!� � 1) x(!); (2.107)

ù´
 ´
 �E�Ý§�Ò´§
 � 
�. Ï
§K��:.Ê.d�

Î�rr��rr ��y�´�K¢êµ
i

�
(e�i!� � 1)

i

�
(1� ei!�) =

1

�2
[2� 2 cos(!�)] � 0: (2.108)

�,§
 Ú�
 k�Ó�ëY4�!"
òþfÞáx(t) [=̂�x(t)]©)¤§�éA�Fp�©þ/ª�§¿Ø´¤±�

�y¼êÑÑy"Ï�x(t) 3Ð©�mt = ta��§©)ªU�����u¼ê§
·��±UXe/ªÐm

x(t) =
Z 1

0
d! sin!(t� ta) x(!): (2.109)

ÏL��ªÇ!�lÑ��±(�3�ª�mt = tb�x(t)��

�m =
�m

tb � ta
=

�m

(N + 1)�
: (2.110)
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ù�§·�?nFp�£Fourier¤?ê

x(t) =
1X

m=1

s
2

(tb � ta)
sin �m(t� ta) x(�m) ; (2.111)

3d§Fp�©þx(�m) ´¢ê"Ï�éuk���§?ê7LIL²x(t)�´3
lÑ:x(tn); n = 0; : : : ; N + 1þ§ùÒ�)
q����^�"Ïd§?1¦Ú
��\�m = NÒv

§Ðmx(tn)§��

x(tn) =
NX

m=1

s
2

N + 1
sin �m(tn � ta) x(�m); (2.112)

�
�B®²lFp�©þ¥�KÏf
p
�"Ðmª¼ê´���§

2

N + 1

NX
n=1

sin �m(tn � ta) sin �m0(tn � ta) = �mm0 ; (2.113)

¿���µ
2

N + 1

NX
m=1

sin �m(tn � ta) sin �m(tn0 � ta) = �nn0 (2.114)

(ùp0 < m;m0 < N + 1). ±Xe/ªU�(2.113)ª��>§��'Xª�±ØC

2

N + 1

1

2
Re

N+1X
n=0

(
exp

"
i�(m�m0)

N + 1
n

#
� exp

"
i�(m+m0)

N + 1
n

#)
; (2.115)

3z�à*Ð�Ã';���ØK�¦Úª"Ï�þª´AÛ.§¤±�±á�

�Ñ"éum = m0 ¦Úª�\�1, �m 6= m0 �§C¤

2

N + 1

1

2
Re

"
1� ei�(m�m

0)ei�(m�m
0)=(N+1)

1� ei�(m�m0)=(N+1)
� (m0 ! �m0)

#
: (2.116)

éum�m0 6= 0�óê§¥)Òp�1���u1¶
éuÛê�m�m0ù��´

Jê[Ï�(1+ei�)=(1�ei�)�u(1+ei�)(1�e�i�)=j1�ei�j2§kJê©fei��e�i�]"
éu1��§�Ó��¹�¬©OÑy§�´d�éA�´m +m0 6= 0óê�´
Ûê"Ï�m�m0 Úm+m0 �oÑ´óê§�oÑ´Ûê§�m 6= m0�(2.113)�
m>��[P43Ðmª(2.112)¥m, m0 2 [0; N + 1]§Ïd3(2.116)¥�´Xd]"
Ó��§�±y²��5'Xª(2.114)"
y3òÐmª(2.112) �\�mm�Þá�^þ(2.89)§|^��'Xª(2.113)

��

AN

 =

M

2
�

NX
n=0

(rxn)2 = M

2
�
N+1X
m=1

x(�m)
m
mx(�m): (2.117)

ù�§�^þ©)¤�)�X�lÑ�y��Õá�g��¦Ú


m
m =
1

�2
[2� 2 cos(�m�)] =

1

�2

�
2� 2 cos

�
�m

N + 1

��
; (2.118)
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¿�ÞáÏf(2.88) C¤

FN
0 (tb � ta) =

1q
2��hi�=M

NY
n=1

2
4Z 1

�1

dxnq
2��hi�=M

3
5

�
NY

m=1

exp
�
i

�h

M

2
�
m
m [x(�m)]

2
�
: (2.119)

3È©�c§·�7LòP©ÿÝd½�CþxnC��Fp�©þx(�m)"du�
�'Xª(2.113)§C�ªkü 1�ª§Ïd

NY
n=1

dxn =
NY

m=1

dx(�m): (2.120)

|^þª§¿�â�r�úª(1.333)§ò�ª (2.119) È©��

FN
0 (tb � ta) =

1q
2��hi�=M

NY
m=1

1q
�2
m
m

: (2.121)

|^�e�úª5O�¦È5

NY
m=1

�
1 + x2 � 2x cos

m�

N + 1

�
=
x2(N+1) � 1

x2 � 1
: (2.122)

�4�x! 1§�Ñ

NY
m=1

�2
m
m =
NY

m=1

2
�
1� cos

m�

N + 1

�
= N + 1: (2.123)

Ïd§gdâf��mm�ÞáÏf�{ü/ª�

FN
0 (tb � ta) =

1q
2�i�h(N + 1)�=M

; (2.124)

½ö§^�ktb � ta�/ª5L«

F0(tb � ta) =
1q

2�i�h(tb � ta)=M
: (2.125)

Ï��ª(J��mm��ê8´Ã'�§¤±·��±��Ì(2.71)@�rþ
IN�K"

5I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 1.396.2.
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·�5¿�ÞáÏf�þj´1=�Ý"¯¢þ§·��±Ú\����mm
�tb � tak'��ÝIþ§

l(tb � ta) �
q
2��h(tb � ta)=M; (2.126)

Ïd§�±�Ñ

F0(tb � ta) =
1p

il(tb � ta)
: (2.127)

|^(2.125)Ú(2.87)§gdâf��üz�Ì(2.84)2g�Ñ(2.71)�/ª

(xbtbjxata) = 1q
2�i�h(tb � ta)=M

exp

"
i

�h

M

2

(xb � xa)
2

tb � ta

#
: (2.128)

ù�(J�±{ü�í2�3D�(k��me£Cartesian space¤$Ä�:
âf"XJx = (x1; : : : ; xD) L«�m�I§�^þ�

A[x] = M

2

Z tb

ta
dt _x2: (2.129)

Ï�´3�Ixe��g�§�^þÒ´z�©þe��^þ�Ú"Ïd§�Ì

�±Ïª©)
�uy

(xbtbjxata) = 1q
2�i�h(tb � ta)=M

D exp

"
i

�h

M

2

(xb � xa)
2

tb � ta

#
; (2.130)

�D�eþfåÆ�(J(1.337)´���"
JÑ�«O��O��{5L«(2.121)¥��y��¦È§ù´kÃ�§Ï�

�±Ø^Fp�©þ¿�3�� /�me¦^"·�uy¦È

NY
m=1

�2
m
m (2.131)

´é�N � NÝ
��2rr�1�ª"ù´Ï�éu?¿��Ý
§Ù1�ª´
�y��¦È"Ïd§¦È(2.131) �¡�gdâf�Þá1�ª£
uctuation
determinant¤§ P�

NY
m=1

�2
m
m � detN (��2rr): (2.132)

d±þIP§ÞáÏf(2.121)�±��

FN
0 (tb � tb) =

1q
2��hi�=M

h
detN (��2rr)

i�1=2
: (2.133)
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y3·�uy�±ÏL8B{d²(�N � N Ý
(2.102)é��2rr�1�ªµ
éuN = 1 ·���wÑ

detN=1(��2rr) = j2j = 2: (2.134)

éuN = 2§1�ª´

detN=2(��2rr) =
����� 2 �1
�1 2

����� = 3: (2.135)

éAX1�1§·�O�Ý
�1�ª�±����48'Xªµ

detN (��2rr) = 2 detN�1(��2rr)� detN�2(��2rr): (2.136)

\þÐ©^�(2.134)§·�)�

detN (��2rr) = N + 1; (2.137)

�±c�(J(2.123)´���"
·���±3Äþ�me�Ñ�müz�Ì"Uì5K(2.37)§Ð© £Ú�

ª £�Fp�C��Ñ

(pbtbjpata) =
Z
dDxb e

�ipbxb=�h
Z
dDxa e

ipaxa=�h(xbtbjxata)
= (2�)D�(D)(pb � pa)e

�ip2
b
(tb�ta)=2M�h: (2.138)

2.2.4 gdâf�Ì�k�©�5�

�m©�gdâf��müz�Ì�^5O���m©�¡�ê8NÃ'"�
c·�3?ØÞáÏf(2.124)®²�Ñ
"3²;�^þù�~fe§·��±
ïÄd�ù�Ã'5�5
"$Ä�©�§´

�rrx(t) = 0 (2.139)

¦)���ëY4�e�Ó��5�§

x(t) = At+ B; (2.140)

|^Ð©^�§�Ñ

xcl(tn) = xa + (xb � xa)
n

N + 1
: (2.141)

ÏL3�:þ©Ü¦Ú[�(2.96)]§�±O�ÑÞá�mm��^þ"
|^�©�§rrxcl = 0, ·�uy

Acl = �
N+1X
n=1

M

2
(rxcl)2 (2.142)

=
M

2

 
xclrxcl

���N+1

n=0
� �

NX
n=0

xclrrxcl
!

=
M

2
xclrxcl

���N+1

n=0
=
M

2

(xb � xa)
2

tb � ta
:
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ù�?¿ê8��m©�¡�ëY�^þ´���"

3þfåÆ��Î�ãe§gdâf�Ì�� Ã'5´duvk³V (x)§AÛ
Aúª(2.26)�ü>éu?¿�NÑ´���"

2.3 ��f�°()

Uìaq��ª�±)û,��¯K§@Ò´�5��f��müz�Ì

(xbtbjxata) =
Z
D0x

Z Dp
2��h

exp
�
i

�h
A[p; x]

�

=
Z
Dx exp

�
i

�h
A[x]

�
; (2.143)

k�K�^þ

A[p; x] =
Z tb

ta
dt

 
p _x� 1

2M
p2 � M!2

2
x2
!
; (2.144)

¿�k.�KF�^þ

A[x] =
Z tb

ta
dt
M

2
( _x2 � !2x2): (2.145)

2.3.1 �7²;´»�Þá

Ú±c��§·�UY?1.�KF´»È©§l�^þ��m©�/ªm©

AN = �
M

2

N+1X
n=1

h
(rxn)2 � !2x2n

i
: (2.146)

´»È©2g¤�pdO©�¦È§ù
pdÈ©´�±�gO�Ñ5

�",
§�gdâf��¹ØÓ§y3���¦)´��E,�¶·�ò

3Appendix 2B�Ñ"
|^ÞáÐmª§ò´»©¤��²;´»\þÞá�x(t)§ù��{Ò¬{

ü�õ",
ÞáÐmª|^�^þ´'ux = xcl+ �x�²�ª§¿��±©)¤²;Ü©

ÚÞáÜ©�¦Ú"Ù¥§²;Ü©´

Acl =
Z tb

ta
dt
M

2
( _x2cl � !2x2cl); (2.147)

ÞáÜ©´

A
 =
Z tb

ta
dt
M

2
[(� _x)2 � !2(�x)2]; (2.148)

¿��k>.^�

�x(ta) = �x(tb) = 0: (2.149)
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du²;�^þ�4�A5§Ïdvk·Ü�"$Ä�§´

�xcl = �!2xcl: (2.150)

ù��{§XÓgdâf��§o��müz�Ì©¤��²;�Ú��Þá�

Ïfµ

(xbtbjxata) =
Z
Dx eiA[x]=�h = eiAcl=�hF!(tb � ta): (2.151)

F! �eIL²��f�ªÇ"
w,§éXÐ©:Ú�ª:�²;;�´

xcl(t) =
xb sin!(t� ta) + xa sin!(tb � t)

sin!(tb � ta)
: (2.152)

5¿:�tb� taØ�u�=!��ê��þ¡��§âk¿Â§l8 �§·���b
½Xd"6

ÏL©ÜÈ©§·�Uò²;�^þAcl�¤

Acl =
Z tb

ta
dt
M

2

h
xcl(��xcl � !2xcl)

i
+
M

2
xcl _xcl

���tb
ta

: (2.153)

du$Ä�§(2.150)§þª�1����§Ïd·���{ü�L�ª

Acl =
M

2
[xcl(tb) _xcl(tb)� xcl(ta) _xcl(ta)]: (2.154)

Ï�

_xcl(ta) =
!

sin!(tb � ta)
[xb � xa cos!(tb � ta)]; (2.155)

_xcl(tb) =
!

sin!(tb � ta)
[xb cos!(tb � ta)� xa]; (2.156)

·��±ò²;�^þ�¤

Acl =
M!

2 sin!(tb � ta)

h
(x2b + x2a) cos!(tb � ta)� 2xbxa

i
: (2.157)

2.3.2 ÞáÏf

y3·�=�ÞáÏf"|^�:�Î�rr� !2�Ý
L«§·�O�õ­

È©

FN
! (tb; ta) =

1q
2��hi�=M

NY
n=1

2
4Z 1

�1

d�xnq
2��hi�=M

3
5

� exp

8<
: i�h

M

2
�

NX
n;n0=1

�xn[�rr� !2]nn0�xn0

9=
; : (2.158)

6For subtleties in the immediate neighborhood of the singularities which are known as caustic
phenomena , see Notes and References at the end of the chapter, as well as Section 4.8.
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�=�´»�Fp�©þ�§È©�±UìgdâfL�ª(2.119) �Ó��ª?
1©)W"���ØÓ3uy3Þá�Î��y�C�


m
m � !2 =
1

�2
[2� 2 cos(�m�)]� !2 (2.159)


Ø´
m
m"éu3�y�Ñ´���m:tb; ta (e¡ò²(`²) §l�r�
úª(1.333)�c¡Ü©·�����

FN
! (tb; ta) =

1q
2��hi�=M

NY
m=1

1q
�2
m
m � �2!2

: (2.160)

ÏLÚ\��9ÏªÇ~!�±��ù
�y��¦È§ù�9ÏªÇ~!÷v

sin
�~!

2
� �!

2
: (2.161)

Ïd·�Xe©)¦È

NY
m=1

[�2
m
m � �2!2] =
NY

m=1

h
�2
m
m

i NY
m=1

"
�2
m
m � �2!2

�2
m
m

#

=
NY

m=1

h
�2
m
m

i 24 NY
m=1

0
@1� sin2 �~!

2

sin2 m�
2(N+1)

1
A
3
5 : (2.162)

d(2.123)��1��Ïf�u(N + 1)"1��Ïf´�y��'�¦È§�±d
Ä�úª��7

NY
m=1

0
@1� sin2 x

sin2 m�
2(N+1)

1
A =

1

sin 2x

sin[2(N + 1)x]

(N + 1)
: (2.163)

Ï�x = ~!�=2§·��ÑÞá1�ª

detN (��2rr� �2!2) =
NY

m=1

[�2
m
m � �2!2] =
sin ~!(tb � ta)

sin �~!
; (2.164)

¿��ÑÞáÏf

FN
! (tb; ta) =

1q
2�i�h=M

s
sin ~!�

� sin ~!(tb � ta)
; tb � ta < �=~!; (2.165)

ùp§Ò��c·�3�ª (1.333)�½�@�§
p
i�Lei�=4§¿�tb � tao´�

u0"

7I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 1.391.1.
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2.3.3 The i� -Prescription and Maslov-Morse Index

(2.165)�(J�Ð=éuXe�¹´�(�

tb � ta < �=~!: (2.166)

3ù��mm�e§Þá1�ª(2.164)��y�Ñ´��§¿��r�ú
ª(1.333)��p£ã£upper version¤A^u(2.158)¥�z��È©[·�3í
�(2.160)�b½Xd]"XJtb � ta C�'�=~! �§����y�
1
1 � !2 C¤

K�§¿�O�3�'é�Fp�©þþ�È©�I���r�úª(1.333)��
$�¹£lower case¤��"dd�)��Ì�k���	�� Ïfe�i�=2 ¿�
´�(�§��tb � ta C�'2�=~!�§Ï�d�1���y�C¤K�§¬Ú\
,��� Ïfe�i�=2"
XJ·�3��fªÇ!\þ��Ã¡��KJÜ§ò¤k�!ÑO�¤! �

i�§Ù¥Ã¡�þ� > 0§@o¤k�� ÏfÒ¬g,�Ñy"ùÒ´¤¢�i�-
5½£i�-prescription¤"Ônþ§¿�X3��fþ\þ��Ã¡��P~�§
ù��ÌÒ¬Ly�XÓe�i!t��t��{²é��m�C�0(
Ø´�Ônþ��
Pá�§Ï��Pá�¬3�ã�m�uÑ)" y3§z��tb � ta�L�=~!�ê
����§(2.165)¥sin ~!(tb � ta) �²��±�«A½��ª�L��Û:§ù
�Ò�y
·��� "8 k
ù���i�-5½§��tb � ta3��(2.166)ò´
õ{�",
§^ù«�ª3ÐyÞáÏf(2.165)¥�� Ïf´ék^�§é
utb � ta > �=~!��¹§·��±�Ñ

FN
! (tb; ta) =

1q
2�i�h=M

s
sin ~!�

�j sin ~!(tb � ta)je
�i��=2; (2.167)

ùp� ´÷X;�3©1þÑy0�ê8"ù�ê�¡�Maslov-Morse �I
£Maslov-Morse index¤ 9.

2.3.4 ëY4�£Continuum Limit¤

y3·��ÄëY4�§� ! 0"ù�§9ÏªÇ~! ª�! ¿�Þá1�ªC
¤

detN (��2rr� �2!2)
�!0���! sin!(tb � ta)

!�
: (2.168)

ÞáÏfFN
! (tb � ta) C�

F!(tb � ta) =
1q

2�i�h=M

s
!

sin!(tb � ta)
; (2.169)

83²��¥§·��±�d�b½tb � ta �k����KJÜ" éuÞáÏf� ���[
�?Ø�±ëì�Ù"��Notes and References"

9V.P. Maslov and M.V. Fedoriuk, Semi-Classical Approximations in Quantum Mechanics , Rei-
del, Boston, 1981.
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Xþ��§éutb � ta > �=!��¹k� "
34�! ! 0e§�,§ü�ÞáÏfÑ�gdâf�(J(2.125)��"
3ëY4�e§(2.162)¥��y��'���±^Xe{ü��{O���"

·���ò4��! 0 �\z��Ïf¥§�Ñ

�2
m
m � �2!2

�2
m
m

= 1� �2!2

2� 2 cos(�m�)

�!0���! 1� !2(tb � ta)
2

�2m2
: (2.170)

�N ª�uÃ¡��§·�I�O�ù
Ïf���Ã¡¦È"|^Í¶��u
¼êÃ¡¦Èúª10

sin x = x
1Y

m=1

 
1� x2

m2�2

!
; (2.171)

-x = !(tb � ta)§·�uy§

Y
m


m
m


m
m � !2

�!0���!
1Y

m=1

�2m
�2m � !2

=
!(tb � ta)

sin!(tb � ta)
; (2.172)

2g��3ëY4�e�ÞáÏf(2.169)"
ÞáÏf¦þ²;�Ì§3ëY4�e�5��f��müz�Ì�

(xbtbjxata) =
Z
Dx(t) exp

�
i

�h

Z tb

ta
dt
M

2
( _x2 � !2x2)

�

=
1q

2�i�h=M

s
!

sin!(tb � ta)
(2.173)

� exp

(
i

2�h

M!

sin!(tb � ta)
[(x2b + x2a) cos!(tb � ta)� 2xbxa]

)
:

(JUéN´�í2��ê�D��¹§ù�§�^þ�

A =
Z tb

ta
dt
M

2

�
_x2 � !2x2

�
: (2.174)

Ï�´x�²�ª§�^þ´z��©þ��^þ�¦Ú§¦��Ì´�±©)

�µ

(xbtbjxata) =
DY
i=1

�
xibtbjxiata

�
=

1q
2�i�h=M

D

s
!

sin!(tb � ta)

D

� exp

(
i

2�h

M!

sin!(tb � ta)
[(x2b + x2a) cos!(tb � ta)� 2xbxa]

)
; (2.175)

ùp§�tb � ta > �=!�§|^����¹[��ª (1.543)]�Ó��ª5(½1�
�²���� "

10I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 1.431.1.
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2.3.5 k^�Þáúª

3�y��'�(2.172)e?1ëY4�e§·�¢Sþ´O�
�©�Î�¼1�ª�'
�§@£�ù�:´���

det(�@2t � !2)

det(�@2t )
: (2.176)

�(§éu¢Þá3à:Ñ����me§�@2t��y�´

�2m =

�
�m

tb � ta

�2

; (2.177)

Ïd'�(2.176) �u��¦Èª

det(�@2t � !2)

det(�@2t )
=

1Y
m=1

�2m � !2

�2m
; (2.178)

ù�(2.172)´�Ó�",
§ù�uyØA�4·��&��
ÞáÏf

F!(tb � ta) =

Z
D�x exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
[(� _x)2 � !2(�x)2]

�
(2.179)

U
ÏLëY1�ªO�Ñ5

F!(tb; ta)
�!0���! 1p

2��hi�=M

1p
det(�@2t � !2)

(�Ø�): (2.180)

3det(�@2t � !2)¥�y��¦È´r�uÑ�

det(�@2t � !2) =

1Y
m=1

(�2m � !2) (2.181)

=

1Y
m=1

�
�2m
� 1Y
m=1

�
�2m � !2

�2m

�
=

1Y
m=1

�
�2m2

(tb � ta)2

�
� sin!(tb � ta)

!(tb � ta)
:

�kØÓ!�1�ª�rr�!2�'� â�±�§���©4�¤O�"ù�âU��3(2.181)¥
Ñy����uÑÏf"

4·�5wwruÑ�5
"�:þ��y�Ú§��CqÑ´l��mm©


m
m � �2m � �2m2

(tb � ta)2
: (2.182)

éu��m � N§�:þ��y�3
m
m ! 2=�2���Ú§Ó��2m�±'um�²�O�§ù
�Ò��
uÑ"

éu��fÞáÏf�(��mm�úª�±d±e��§o(Ñ5µ

FN
! (tb � ta) =

1p
2��hi�=M

NY
n=1

"Z
d�xnp
2��hi�=M

#
exp

�
i

�h

M

2�
�xT (��2rr� �2!2)�x

�

=
1p

2��hi�=M

1q
detN (��2rr� �2!2)

; (2.183)



116 2 ´́́»»»ÈÈÈ©©©| ÄÄÄ���555���ÚÚÚ{{{üüü)))

ùp§1��L�ª¥��ê±Ý
ÎÒ�Ñ§Ù¥xT L«¥þx�=�§xn´x�©þ"�Ñ
gdâf1�ªdetN (��2rr)§úª(2.137)§�Ñ'�úª

FN
! (tb � ta) =

1p
2��hi(tb � ta)=M

�
detN (��2rr� �2!2)

detN (��2rr)

��1=2

; (2.184)

ù���

FN
! (tb � ta) =

1p
2�i�h=M

s
sin ~!�

� sin ~!(tb � ta)
; (2.185)

Ù¥~! ��ª (2.161)¥���"XJ·��éëY4�k,�§�±4(2.184)m>��ªu0¿�
¦)

F!(tb � ta) =
1p

2��hi(tb � ta)=M

�
det(�@2t � !2)

det(�@2t )
��1=2

=
1p

2��hi(tb � ta)=M

1Y
m=1

�
�2m � !2

�2m

��1=2

=
1p

2��hi(tb � ta)=M

s
!(tb � ta)

sin!(tb � ta)
: (2.186)

ùp·���±3Äþ�mpO�üz�Ì"(2.175)¥�Ð© £Ú�ª £�Fp�C
�[�(2.138)�Ó]�Ñ

(pbtbjpata) =
Z

dDxb e
�ipbxb=�h

Z
dDxa e

ipaxa=�h(xbtbjxata)

=
(2��h)D
p
2�i�h

D

1p
M! sin!(tb � ta)

D

� exp

�
i

�h

1

2M! sin!(tb � ta)

�
(p2

b + p2
a) cos!(tb � ta)� 2pbpa

��
: (2.187)

4�! ! 0e{z¤gdâfL�ª(2.138)§¿Ø�3x�me��Ì(2.175)@o��"Ðm�ê

1

2M! sin!(tb � ta)

�
(p2

b + pa) cos!(tb � ta)� 2pbp
2
a

�
=

1

2M!2(tb � ta)

�
(pb � pa)2 � 1

2
(p2

b + p2
a)[!(tb � ta)]

2 + : : :

�
; (2.188)

¿�ª�4�! ! 0§(2.187)�+Þ�

(2�)Dp
2�i!2(tb � ta)�hM

D
exp

�
i

�h

1

2M!2(tb � ta)
(pb � pa)2

�
(2.189)

ªu(2��h)D�(D)(pb � pa) [£�(1.531)]§Ó�(2.188)¥�1���Ñ��Ïfe�ip
2(tb�ta)=2M�h§

Ïd·�2g��(2.138).

2.3.6 k��m�:þ���f�Ì

·�O�k�ê8��m©�¡e�°(�müz�Ì"�2.2.4 !¥�gdâfØÓ§��
f��ÌØ�u3ëY4�e��¹§
´�6��"·�òÆS3ëY4�e´»È©��
;
.�ÂñA5"Ï��Ð3(2.167)¥ÞáÏf´3k��eO����§·��I��ék��é
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�²;�^þ"�
�±é?¿k����m�=ØC5§·�?n��^þ��c(2.146)¥�k
[��ØÓ§Ì�´é©��³U�§d�·�|^

AN = �
M

2

N+1X
n=1

�
(rxn)2 � !2(x2n + x2n�1)=2

�
; (2.190)

½ö§�¤,�«/ª

AN = �
M

2

NX
n=0

�
(rxn)2 � !2(x2n+1 + x2n)=2

�
: (2.191)

ØÓ?3u�k��m©��^þ(2.146)¥�³U!2x2n��\é¡�/ª!2(x2n + x2n�1)=2¤O
�"FÝ�´�Ó�§²L©Ü¦Ú§�±,��

�

N+1X
n=1

(rxn)2 = �

NX
n=0

(rxn)2 =
�
xbrxb � xarxa

�� �

NX
n=1

xnrrxn: (2.192)

dd�±���m©��^þ�

AN =
M

2

�
xbrxb � xarxa

�� �
M

4
!2(x2b + x2a)� �

M

2

NX
n=1

xn(rr+ !2)xn: (2.193)

Ï�3�½à:xa Úxb??1AN�C©§ÞáÏfÚ(2.158)¥�´�Ó�"3©��m¶þ�
$Ä�§´

(rr+ !2)xcl(t) = 0: (2.194)

ùp�±n)¤�mCþ�U�©l��:�tn"|^Ð©�Ú�ª�©O�xa Úxb§�±��
ù��©�§�)

xcl(t) =
1

sin ~!(tb � ta)
[xb sin ~!(t� ta) + xa sin ~!(tb � t)] ; (2.195)

ùp§~! ´(2.161)¥Ú\�9ÏªÇ"�
O��:þ�²;�^þ§ò(2.195) ��(2.193)¥"
ÏL�X�n�O�§¿�ò�2!2 O�¤4 sin2(~!�=2)§�^þ­#�n�¤�CëY4�e�L
�ª/ª(2.157):

AN
cl =

M

2�

sin ~!�

sin ~!(tb � ta)

�
(x2b + x2a) cos ~!(tb � ta)� 2xbxa

�
: (2.196)

�m©�¶þ���müz�Ì�

(xbtbjxata) = eiA
N
cl
=�hFN

! (tb � ta); (2.197)

©��^þd(2.196)�Ñ§©��ÞáÏfd(2.167)��"

2.4 Gelfand-Yaglom Formula

3A^¥§·�¬-�äk��Cz��fÞá¯Kµ�^þ´���§�ª

ÇØ2´~ê�fªÇ!2§
C¤�6�m�ªÇ
2(t)"�'é�ÞáÏfy3
C¤

F (tb; ta) =
Z
D�x(t) exp

�
i

�h
A
�
; (2.198)
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�^þ´

A =
Z tb

ta
dt
M

2
[(� _x)2 � 
2(t)(�x)2]: (2.199)

Ï�
(t) Ø´'u�m²£ØC�§¤±d�ÞáÏf���6uÐ©�mÚ�
ª�m"'�úª(2.184)�·^u�����¹§�Ò´

FN (tb; ta) =
1q

2��hi(tb � ta)=M

"
detN (��2rr� �2
2)

detN (��2rr)

#�1=2
: (2.200)

ùp
2(t) �Lé�Ý



2(t) =

0
BB@


2
N

. . .


2
1

1
CCA ; (2.201)

TÝ
�Ý
��
2
n = 
2(tn)"

2.4.1 Þá1�ª�48O�

���§=¦3ëY4�e§Ý
�rr � 
2(t)��y���8´éJé�
�",
§·��±����r���©�§§^§5éÞá1�ª��y�§


Ø^��1�ª¤k��y�"ù��{
uGelfand ÚYaglom"11

·�^DN5L«N �NÞáÝ
�1�ª§�Ò´

DN � detN
�
��2rr� �2
2

�
(2.202)

�

�������������

2� �2
2
N �1 0 : : : 0 0 0

�1 2� �2
2
N�1 �1 : : : 0 0 0

...
...

0 0 0 : : : �1 2� �2
2
2 �1

0 0 0 : : : 0 �1 2� �2
2
1

�������������
:

Uì1��Ðm§·���48ª

DN = (2� �2
2
N )DN�1 �DN�2; (2.203)

�±U��

�2
�
1

�

�
DN �DN�1

�
� DN�1 �DN�2

�

�
+ 
2

NDN�1

�
= 0: (2.204)

Ï��§éu¤k�NÑ´·^�§ÏdL«1�ªDN÷v�©�§

11I.M. Gelfand and A.M. Yaglom, J. Math. Phys. 1 , 48 (1960).
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(rr+ 
2
N+1)DN = 0: (2.205)

3dIP{e§�Î�rr �±n)¤´�^3�êIP�N�1�ªþ"1�
ªDN �±w¤´3©��m¶þO����¼êD(t)�lÑ�"�ª(2.205) �
¡�Gelfand-Yaglom úª. ù�§��N�¼ê�1�ª´²;$Ä�©�§�
)§¿�éu�½N��(J�±ÏL�ª�DN = D(tN+1)��"Ð©^�´

D1 = (2� �2
2
1);

D2 = (2� �2
2
1)(2� �2
2

2)� 1:
(2.206)

2.4.2 ~f

�
�²Gelfand-Yaglom úª�r��?§·��Ä®���¹§�
2(t) � !2 ´�~ê

�§dGelfand-Yaglom úª§��

(rr+ !2)DN = 0: (2.207)

ù��§�)´sin(N ~!�) Úcos(N ~!�)��5|Ü§Ù¥~! d(2.161)�Ñ"÷v�(>.^��)
²w´

DN =
sin(N + 1)�~!

sin �~!
: (2.208)

���ü���´

D1 = 2 cos �~!;

D2 = 4 cos2 �~! � 1; (2.209)

ù�(2.206)´�Ó�§Ï��2
2 � �2!2=2(1� cos ~!�)"
3ëY4��! 0eGelfand-Yaglom úªC�AON´5?n",�§�Ä8�z¼ê

Dren(tN ) = �DN ; (2.210)

Ð©^�D1 = 2 ÚD2 = 3 �±­#L«�

(�D)1 = Dren(ta) = 0; (2.211)

�D2 � �D1

�
= (r�D)1

�!0���! _Dren(ta) = 1: (2.212)

'uDN��©�§C¤'uDren(t)��©�§µ

[@2t +
2(t)]Dren(t) = 0: (2.213)

Fig. 2.2£ã
ù«�¹" 1�ªDN �u1=� ¦±¼êDren(t)3tb���"ù��ÏL¦)�©
�§��§Ù¥�§´l��tam©¿�äk0�Úü �Ý"
����~f§2g�Ääk�½ªÇ!���f"3ëY4�e§¦)$Ä�§��

Dren(t) =
1

!
sin!(t� ta); (2.214)

Tª÷vÐ©^�(2.212)"ù�§éu���§·�uyÞá1�ªC¤

det(��2rr� �2!2)
�!0���! 1

�

sin!(tb � ta)

!
; (2.215)

��c(2.208)�(J��"éugdâf§)´Dren(t) = t � ta §·�����1�
ªdetN (��2rr) = (tb � ta)=�"
éu�6�m�ªÇ
(t)§Gelfand-Yaglom Ð©�¯K(2.211)§(2.212)§Ú(2.213)�)Û)

�kéAÏa�¼ê
(t)âU
¦)��"¯¢þ§(2.213)äkgdâf3³
2(t)eÅ½��§
�/ª§éuùa�³§´U
¦)Å½��§§ù�:´¯¤±��"
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Figure 2.2 0Ð©�Úü Ð©�Ý�$Ä�§�)"3ª:��ù�)�u�¦±lÑ

Þá1�ªDN = D(tb)"

2.4.3 3�©���m¶þ�O�

��5`§L«)��²(��{Ò´làg�©�§�?¿ü�Õá�

)�(t) Ú�(t)¥?1Dren=�DN��5|Ü

[@2t + 
2(t)]x(t) = 0: (2.216)

ÏL�5|Ü��(2.213)�)

Dren(t) = ��(t) + ��(t): (2.217)

XêdÐ©^�(2.212)(½§�Ñ

��(ta) + ��(ta) = 0;

� _�(ta) + � _�(ta) = 1; (2.218)

Ïdk

Dren(t) =
�(t)�(ta)� �(ta)�(t)
_�(ta)�(ta)� �(ta) _�(ta)

: (2.219)

©1þÒ´�ùü�)3Ð©:taþ��mÃ'�KdÄ1�ª£Wronski deter-
minant¤

W � �(t)
$

@ t �(t) � �(t) _�(t)� _�(t)�(t) (2.220)

�ªm>´��mtÃ'�"
KdÄ1�ª´3���©�§nØ¥é­����þ"éu¤k��ã

0-4��.£Sturm-Liouville¤�§§KdÄ1�ªÑk½Â

d

dt

"
a(t)

dy(t)

dt

#
+ b(t)y(t) = 0; (2.221)

éùa�§§KdÄ1�ª�'u1=a(t). KdÄ1�ª^5�ù
�§�E��
¼ê£Green function¤ .12

12'u§3²;>ÄåÆ¥�;.A^§�J.D. Jackson, ²;>ÄåÆ, John Wiley & Sons,
New York, 1975, Section 3.11.



2.4 Gelfand-Yaglom Formula 121

|^KdÄ1�ª§�ª (2.219)k��/ª

Dren(t) = � 1

W
[�(t)�(ta)� �(ta)�(t)] : (2.222)

-t = tb§�Ñ����1�ª

Dren = � 1

W
[�(tb)�(ta)� �(ta)�(tb)] : (2.223)

5¿µÏLO�3ta���§

~Dren(t) = � 1

W
[�(tb)�(t)� �(t)�(tb)] (2.224)

��±���Ó�¼ê1�ª"Ó��´÷vàg�©�§(2.213)�§�´Ð©
^�C¤

~Dren(tb) = 0; _~Dren(tb) = �1: (2.225)

^Da(t) ÚDb(t)5IPDren(t) Ú ~Dren(t)§o(§��g�é¡5�§¿��Ñ3
=
à:÷vGelfand-Yaglom >.^�§Xeµ

[@2t + 
2(t)]Da(t) = 0 ; Da(ta) = 0; _Da(ta) = 1; (2.226)

[@2t + 
2(t)]Db(t) = 0 ; Db(tb) = 0; _Db(tb) = �1; (2.227)

lÙ¥?��¥�±��1�ª

Dren = Da(tb) = Db(ta): (2.228)

�·�3�§(2.222) Ú(2.224)¥w��ØÓ§ü�¼ê3���à:?��m�
ê��´Ø'é�"�éªÇ
(t) k�m�üØC5§k

_Da(tb) = � _Db(ta); for 
(t) = 
(�t): (2.229)

éu?¿�
(t)§·�U��'Xª

_Da(tb) + _Db(ta) = �2
Z tb

ta
dt
(t) _
(t)Da(t)Db(t): (2.230)

��ù
úª���A^§·�2g�Ä�5�f§ü�Õá�)´

�(t) = cos!t; �(t) = sin!t: (2.231)

Ïdk

W = !; (2.232)

Þá1�ªC¤

Dren = � 1

!
(cos!tb sin!ta � cos!ta sin!tb) =

1

!
sin!(tb � ta): (2.233)
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2.4.4 �K���E£D'Alembert's Construction¤

�E�§ (2.226) Ú(2.227)�)�I���àg�©�§(2.216)���)§P
��(t)"|^�K��úªUé�1���5Ã'�)�(t)

�(t) = w �(t)
Z t dt0

�2(t0)
; (2.234)

ùp§w ´~ê"¦�©§�Ñ

_� =
_��

�
+
w

�
; �� =

���

�
: (2.235)

1���§L«Ó�(t)��§�(t)�´àg�©�§(2.216)�)"d1���§·
�uyü�¼ê�KdÄ1�ª �uw:

W = �(t) _�(t)� _�(t)�(t) = w: (2.236)

ò)(2.234)�\úª(2.222) Ú(2.224), ·���Gelfand-Yaglom¼ê�²(L
�ªÙ¥´±àg�©�§(2.216)���?¿)�/ª�Ñ�µ

Dren(t)=Da(t)=�(t)�(ta)
Z t

ta

dt0

�2(t0)
; ~Dren(t)=Db(t)=�(tb)�(t)

Z tb

t

dt0

�2(t0)
: (2.237)

K¤¦�¼ê1�ª�

Dren = �(tb)�(ta)
Z tb

ta

dt0

�2(t0)
: (2.238)

2.4.5 ,��{ü�úª

éu¼ê1�ª�k,��k^�úª"�d§·�¦)3��ta?¿Ð© £xaÚÐ�
Ý _xae�àg�©�§(2.216)"(J�±dXe�Da(t) ÚDb(t)��5|Ü�Ñµ

x(xa; _xa; t) =
1

Db(ta)

h
Db(t)�Da(t) _Db(ta)

i
xa +Da(t) _xa : (2.239)

,�·�wÑGelfand-Yaglom ¼êDren(t) = Da(t) �±ÏL¦ �©��

Dren(t) =
@x(xa; _xa; t)

@ _xa
: (2.240)

ù�¼êw,÷v(2.211) �(2.212)¥�Gelfand-Yaglom Ð©^�Dren(ta) = 0 Ú _Dren(ta) = 1§
ù´Ï�¼êx(xa; _xa; t)¥�xa Ú _xaÕá�§=k@xa=@ _xa = 0 ¿�@ _xa=@ _xa = 1.
d±eúª�ÑÞá1�ªDren = Da(tb)

Dren =
@xb
@ _xa

; (2.241)

ùpxb´¼êx(xa; _xa; tb)�{�"w,§ �©Db(t) = �@x(t)=@ _xb÷vaq��§(2.227)§ù
px(t)^�ª £xbÚ�Ý _xb5L«§=kx(t) = x(xb; _xb; t)

x(xb; _xb; t) =
1

Da(tb)

h
Da(t) +Db(t) _Da(tb)

i
xb �Db(t) _xb ; (2.242)
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Ïd·���O��úª

Dren = �@xa
@ _xb

: (2.243)

ù
(JUí2�/X�@2t �ij � 
2
ij(t)��©�Î�¼ê1�ª§ùp��m�'�ªÇ´

��D � D�Ý

2
ij(t); (i; j = 1; : : : ; D)"ù�§�'�Gelfand-Yaglom¼êDa(t)C¤��Ý


Dij(t)§÷vÐ©^�Dij(ta) = 0; _Dij(tb) = �ij§¤¦�¼ê1�ªDren �uÊÏ�1�

ªDij(tb)µ
Dren = Det

��@2t �ij � 
2
ij(t)

�
= detDij(tb): (2.244)

w,§ �©Ý
Dij(t) = @xi(t)=@ _xja÷vàg�©�§ÚÐ©^�§ÏdDij(t)�²(�L«C
¤Xe/ª§´±²;$Ä�§

��@2t �ij � 
2
ij(t)

�
xj(t) = 0���)�/ª�Ñ�

Dren = det
@xib
@ _xja

= det

 
�@xia

@ _xjb

!
: (2.245)

ÏL�Eàg�©�§(2.216)�)�±é�,	ü�'u¼ê1�ª�úª§Ù¥§�
§(2.216)3ta Útb©O²LÐ©:xaÚª:xb§u´kµ

x(xb; xa; t) =
Db(t)

Db(ta)
xa +

Da(t)

Da(tb)
xb: (2.246)

Ïd§ÏL �©�±��Gelfand-Yaglom ¼êDa(t) ÚDb(t)

Da(t)

Da(tb)
=

@x(xb; xa; t)

@xb
;

Db(t)

Db(ta)
=

@x(xb; xa; t)

@xa
: (2.247)

3à:Ñ§�§ (2.246) �Ñ

_xa =
_Db(ta)

Db(ta)
xa +

1

Da(tb)
xb; (2.248)

_xb = � 1

Db(ta)
xa +

_Da(tb)

Da(tb)
xb; (2.249)

Ïd§Þá1�ªDren = Da(tb) = Db(ta) �±k±eúª�Ñ

Dren =

�
@ _xa
@xb

��1

= �
�
@ _xb
@xa

��1

; (2.250)

ùp§ _xa Ú _xb ´Ø�'�Cþxa Úxb �¼ê"ù��ªÚ�c�(2.241)§(2.243)Ñ´ �©X
eêÆA5���(J

@xb
@ _xa

����
xa

=

 
@ _xa
@xb

����
xa

!�1

: (2.251)

I�rN�´�Ù¥O��¤k¼ê1�ªA^uäk�½à:�´»�ÞáÏf"3êÆ

þ§ù�5��¡�)|�X>.^�£Dirichlet boundary conditions¤"3þfÚOp§éu
�k±Ï>.^��Þá§·��I�ù��1�ª§, d�·��I�?UGelfand-Yaglom �
{"

·�ò3 2.11!w�¤��?U���:�ê�)����E,5§l
���Ïééuü
�¼ê1�ª�{ü��ê" 3.27!ò3ëYúªe�Ñù�{ü��ê"
���§·�ØU)Û¦)�k�m�6�ªÇ
(t) �àg�©�§(2.216)"ùÚ��:

âf3��³
2(t)e���$Ä¤�Å�Å½��§äk�Ó�/ª§¿��k3�ê«a
�³ek®�4Üª�)",
§3$�´§¼ê1�ªÏ~´3�mÃ'³e²;)NCÑ

y(� 4.3!)"XJ��²;))Û®��{§@o·�g,
,���àg�©�§(2.216)��
�)"·�ò3 17.4!Ú 17.11!?Ø�
­��~f"
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2.4.6 í2�D �

±þ�úªw,�±í2�Þá�^þ(2.199)3D���¹

A =
Z tb

ta
dt
M

2
[(� _x)2 � �xT 
2(t)�x]; (2.252)

ùp
2(t) ´��D �D Ý
§ÙÝ
��
2
ij(t)"ÞáÏf(2.200) �±í2¤

FN (tb; ta) =
1q

2��hi(tb � ta)=M
D

"
detN (��2rr� �2
2)

detN (��2rr)

#�1=2
: (2.253)

Þá1�ª�±ÏLGelfand-Yaglom�E5�Ñ§Ò´le¡ù�¹kÝ
Da(t)
ÚDb(t)�úª���

Dren = detDa(tb) = detDb(ta); (2.254)

¿�dúª÷véAu(2.226) Ú(2.227) �²;$Ä�§ÚÐ©^�µ

[@2t +

2(t)]Da(t) = 0 ; Da(ta) = 0; _Da(ta) = 1; (2.255)

[@2t +

2(t)]Db(t) = 0 ; Db(tb) = 0; _Db(tb) = �1; (2.256)

ùp§1 ´D �ü Ý
"·��±­Eþ�!¤±�Ú½§l
�Ñú
ª(2.250)3D�e�í2µ

Dren =

 
det

@ _xia
@xjb

!�1
=

"
det

 
�@ _x

i
b

@xja

!#�1
: (2.257)

2.5 äk�m�'ªÇ���f

þ�!���(J¦·��±°(¦)äk?¿�m�'ªÇ
(t)���f�
´»È©"·�Äkò3�I�me�¤§,�23Äþ�meO�"

2.5.1 �I�m

�Ä´»È©

(xbtbjxata) =
Z
Dx exp

�
i

�h
A[x]

�
; (2.258)

Ù¥.�KF�^þ�

A[x] = M

2

Z tb

ta
dt
h
_x2(t)� 
2(t)x2(t)

i
; (2.259)

´���§¿�äk�m�'�ªÇ"XÓ3�ª (2.14)¥��§(J�±�¤
ÞáÏf¦±��¹k²;�^þ��êµ

(xbtbjxata) =
Z
Dx eiA[x]=�h = F
(tb; ta)e

iAcl=�h: (2.260)
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lþ�!�?Ø¥§ÏLa'(2.169)¿�£�(2.241)§·���ÞáÏf´

F
(tb; ta) =
1q

2�i�h=M

1q
Da(tb)

: (2.261)

�âúª(2.241)Ú(2.250)§1�ªDa(tb) = Dren �±L«¤ �©�/ªµ

F
(tb; ta) =
1q

2�i�h=M

 
@xb
@ _xa

!�1=2
=

1q
2�i�h=M

 
@ _xa
@xb

!1=2

; (2.262)

ùp§1�� �©d¼êx(xa; _xa; t)5O�§1��´d _x(xb; xa; t)5¦�"�
d�§·��±|^(2.243) Ú�ª (2.250)�m>Ü©§l
�Ñ

F
(tb; ta) =
1q

2�i�h=M

 
�@xa
@ _xb

!�1=2
=

1q
2�i�h=M

 
�@ _xb
@xa

!1=2

: (2.263)

�e5�O�²;�^þAcl§�±|^�ª (2.153) �(2.157)�Ó��{5�
¤"ÏLÜ©È©§·�k

Acl =
M

2
(xb _xb � xa _xa): (2.264)

¿©|^3à:xb Úxa? _xb Ú _xa�5�'5§·�­��±��

Acl =
M

2

 
xb
@ _xb
@xb

xb � xa
@ _xa
@xa

xa + xb
@ _xb
@xa

xa � xa
@ _xa
@xb

xb

!
: (2.265)

l(2.248) Ú(2.249)¥�\ �©¿�|^Da(tb) ÚDb(ta)��ª§·���²;
�^þ

Acl =
M

2Da(tb)

h
x2b

_Da(tb)� x2a
_Db(ta)� 2xbxa

i
: (2.266)

5¿µéuÞá1�ªDrenk,��{ü�úªµ

Dren = Da(tb) = Db(ta) = �M
 

@2

@xb@xa
Acl

!�1
: (2.267)

é u ä k � m � ' ª Ç!� � � f § d u � m � ü Ø C 5 § �
ª (2.233)�Gelfand-Yaglom¼êDa(t)äk5�(2.229)§¿�(2.266)2g�Ñ®
��(J(2.157).
¹k �©�L�ª�±í2�D���¹eµ·��I�ò �©@xb=@ _xa,

@ _xb=@ _xa; : : : O�¤éA�D �D Ý
§¿�ò�^þ�¤�¤�'��g."
ÞáÏf(2.262)3D��¹e�

F
(tb; ta) =
1q

2�i�h=M
D

"
det

@xib
@ _xja

#�1=2
=

1q
2�i�h=M

D

"
det

@ _xia
@xjb

#1=2
: (2.268)
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éuÞáÏf�¤kúª�Ð�év
á��mtb� ta¤á"éu���m§úª
¥�k�c(2.167)¥(½�� Ïf§��½ÂL�ª�±�¤

F
(tb; ta) =
1q

2�i�h=M
D

�����det @x
i
b

@ _xja

�����
�1=2

e�i��=2 =
1q

2�i�h=M
D

�����det @ _x
i
a

@xjb

�����
1=2

e�i��=2;

(2.269)
ùp§� ´êdâ-#�d�I(Maslov-Morse index)"3����¹e§§´;
��=�:§3õ���¹e§§L«�´÷X;�31�ªdet @xib=@ _x

j
a¥��

u0�ê8§cJ´Ï�Ý
@xib=@ _x
j
a��du��ü��~�
~�§Ï
�)


0"XJ´õ�ü��~��)�{§��A�O\"3ùp§���¡�;�
�#�d�I(Morse index)"
¼ê1�ª�":��¡��Ý:£conjugate points¤"§�´��XÚe=

�:�í2"x�me1�ª���¡¡��Ñ�£caustics¤" �Ý:Ò?u;
��>�Ñ�� �"13

5¿µéuÃ�á��m§¤k�ÞáÏfÚ²;�^þ�gdâf���/

´���"w,§éu�mÃ'���f34�tb ! tae§�Ì(2.175){z�g
dâf��úª (2.130)"Ï�3Ã¡��me�m�'ªÇ´~ê§ÏdÓ��
(J3ùp�´¤á�"3Ã¡��meXe/ªÐm$Ä�§�)

xb � (tb � ta) _xa + xa; xa � �(tb � ta) _xb + xb; (2.270)

·�á=k

@xib
@ _xja

= �ij(tb � ta);
@xa

@ _xjb
= ��ij(tb � ta): (2.271)

Ó��§Ðmª

_xb � _xa � xb � xa

tb � ta
(2.272)

�Ñ

@ _xib
@xja

= ��ij 1

tb � ta
;

@ _xia
@xjb

= �ij
1

tb � ta
: (2.273)

òÐmª(2.271) ½(2.272) �\(2.264) (3D �e)§�^þCq{z�gdâf
��^þ

Acl � M

2

(xb � xa)
2

tb � ta
: (2.274)

2.5.2 Äþ�m

·���±3Äþ�me���müz�Ì"�d§·�²;�^þ(2.265)�¤�g�/ª

Acl =
M

2
(xb; xa)A

�
xb
xa

�
(2.275)

13See M.C. Gutzwiller, Chaos in Classical and Quantum Mechanics , Springer, Berlin, 1990.
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Ù¥kÝ


A =

0
BB@

@ _xb
@xb

@ _xb
@xa

�@ _xa
@xb

�@ _xa
@xa

1
CCA : (2.276)

Ý
�_´

A�1 =

0
BB@

@xb
@ _xb

� @xb
@ _xa

@xa
@ _xb

�@xa
@ _xa

1
CCA : (2.277)

làg�©�§2.216)�)�±O�Ñxb Úxa� �©§¿�´±Ð�Ý _xbÚ"�Ý _xa�/ª�
Ñ�µ

x( _xb; _xa; t) =
1

_Da(tb) _Db(ta) + 1

�
nh

Da(t) +Db(t) _Da(tb)
i
_xa +

h
�Db(t) +Da(t) _Db(ta)

i
_xb

o
; (2.278)

l
�Ñ

xa =
1

_Da(tb) _Db(ta) + 1

h
Db(ta) _Da(ta) _xb �Db(ta) _xb

i
; (2.279)

xb =
1

_Da(tb) _Db(ta) + 1

h
Da(tb) _xa +Da(tb) _Db(ta) _xb

i
; (2.280)

Ïd

A�1 =
Da(tb)

_Da(tb) _Db(ta) + 1

0
@ _Db(ta) �1

�1 � _Da(tb)

1
A : (2.281)

A�1�ª´ä�'1�ª£Jacobian¤

detA = �@( _xb; _xa)

@(xb; xa)
= �

_Da(tb) _Db(ta) + 1

Da(tb)Db(ta)
: (2.282)

y3·��±?1�müz�Î�Fp�C�§ÏL�¤²�ª�O�§��

(pbtbjpata) =
Z

dxb e
�ipbxb=�h

Z
dxa e

ipaxa=�h(xbtbjxata) (2.283)

=

r
2��h

iM

s
Da(tb)

_Da(tb) _Db(ta) + 1

� exp

�
i

�h

1

2M

Da(tb)
_Da(tb) _Db(ta) + 1

h
� _Db(ta)p

2
b +

_Da(tb)p
2
a � 2pbpa

i�
:

3ùp�\Da(tb) = sin!(tb � ta)=! Ú _Da(tb) = cos!(tb � ta)§u´·�2g���f�(
J(2.187)"

3D �e§²;�^þäkÚ(2.275)�Ó�²�/ª

Acl =
M

2

�
xTb ;x

T
a

�
A

�
xb
xa

�
(2.284)
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�A�§(2.276)¥Ý
A¥� �©^¤éA��D�DÝ
5�O"Ý
A�_(2.277)�í2/
ª´Xe2D � 2D�Ý
§=

A =

0
BB@

@ _xb
@xb

@ _xb
@xa

�@ _xa
@xb

�@ _xa
@xa

1
CCA ; A�1 =

0
BB@

@xb
@ _xb

� @xb
@ _xa

@xa
@ _xb

�@xa
@ _xa

1
CCA : (2.285)

ù����©¬Ý


A =

�
a b
c d

�
(2.286)

·�O�Ù1�ª��±|^n�©)

A =

�
a b
c d

�
=

�
a 0
c 1

��
1 a�1b
0 d� ca�1b

�
=

�
1 b
0 d

��
a� bd�1c 0
d�1c 1

�
(2.287)

kXeü«�U��ª

det

�
a b
c d

�
= det a � det (d� ca�1b) = det (a� bd�1c) � det d; (2.288)

ddet a ½ödet b´�"5û½´þ¡�=�«�ª"31�«�¹e§A�_�

A=

�
1 �a�1bx
0 x

��
a�1 0
�ca�1 1

�
=

�
a�1+a�1bxca�1�a�1bx

�xca�1 x

�
; x�(d�ca�1b)�1: (2.289)

Ïd§Äþ�me��Ì´

(pbtbjpata) =
Z

dxb e
�ipbxb=�h

Z
dxa e

ipaxa=�h(xbtbjxata)

=
2�p

2�i�hM

1p
DrendetA

exp

�
i

�h

1

2M

��
pTb ;p

T
a

�
A�1

�
pb
pa

���
: (2.290)

Ó��§3Äþ�me§�Ã¡��mtb � ta�4�K�Ì(2.290){z��ªEq. (2.138)¥g
dâf��¹µéu�mÃ'��f§3�ª (2.189)¥®�Ñy²§
éu�m�'�
(t)3�
�tb � ta ! 04�eC���mØ�'
"

2.6 gdâfÚ�fÅ¼ê

3�ª (1.331)¥·�rgdâf��müz�Ì(2.71)L«¤Fp�È©�/
ª

(xbtbjxata) =
Z dp

(2��h)
eip(xb�xa)=�he�ip

2(tb�ta)=2M�h: (2.291)

ù�L�ª�¹XÚ¤k½��&E"�
é�ù
�§·�7Lé�Ì?1Ì

©Û" ÏL£� 1.7!§��?¿��mÃ'�XÚ��ÌäkÌL«�/ª

(xbtbjxata) =
1X
n=0

 n(xb) 
�
n(xa)e

�iEn(tb�ta)=�h; (2.292)
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ùp§En´½���y�§ n(x)´½��Å¼ê"éugdâf��¹§Ì´
ëY�§éÌ¦Ú¢Sþ´È©"'�(2.292) Ú(2.291) ·�uyFp�©)��
Ò´ÌL«"XJén�¦Ú�±�¤éÄþ�È©§·�U(½Å¼ê�

 p(x) =
1p
2��h

eipx: (2.293)

éu��f��müz�Î

(xbtbjxata) =
1q

2�i�h sin [!(tb � ta)] =M!
(2.294)

� exp

(
iM!

2�h sin [!(tb � ta)]

h
(x2b + x2a) cos!(tb � ta)� 2xbxa

i)
;

ù�¦)L§¿ØU����"ùp·�7L|^rV£Mehler¤JÑ�'uD
��Aõ�ª£Hermite polynomials¤(�Appendix 2C)Hn(x)�¦Úúªµ

14

1p
1� a2

exp

(
� 1

2(1� a2)
[(x2 + x02)(1 + a2)� 4xx0a]

)

= exp(�x2=2� x02=2)
1X
n=0

an

2nn!
Hn(x)Hn(x

0); (2.295)

k

H0(x) = 1; H1(x) = 2x; H2(x) = 4x2 � 2; : : : ; Hn(x) = (�1)nex2 d
n

dxn
e�x

2

: (2.296)

-

x �
q
M!=�h xb; x0 �

q
M!=�h xa; a � e�i!(tb�ta); (2.297)

¤±k

a

1� a2
=

1

2i sin [!(tb � ta)]
;

1 + a2

1� a2
=

1 + e�2i!(tb�ta)

1� e�2i!(tb�ta)
=

cos [!(tb � ta)]

i sin [!(tb � ta)]

·���ÌL«/ª

(xbtbjxata) =
1X
n=0

 n(xb) n(xa)e
�i(n+1=2)!(tb�ta): (2.298)

lùp§·��±íä��f�Uþ�y�´

En = �h!(n+ 1=2) (2.299)

14See P.M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics , McGraw-Hill, New York,
Vol. I, p. 781 (1953).
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¿�Å¼ê´

 n(x) = Nn�
�1=2
! e�x

2=2�2!Hn(x=�!): (2.300)

ùp§�!´�f�g,�ÝIÝ£natural length scale¤

�! �
s

�h

M!
; (2.301)

Nn ´8�z~ê

Nn = (1=2nn!
p
�)1=2: (2.302)

N´�y§Å¼ê÷v��'XªZ 1

�1
dx n(x) n0(x)

� = �nn0 ; (2.303)

Ù¥�^�Í¶�D��Aõ�ª£Hermite polynomials¤���'X15

1

2nn!
p
�

Z 1

�1
dx e�x

2

Hn(x)Hn0(x) = �n;n0 : (2.304)

2.7 ����m�'��^þ

äk�m�'ªÇ���f��±í2�äk�m�'��þ§u´�^þ(2.305)C¤

A[x] =
Z tb

ta

dt
M

2

�
g(t) _x2(t)� 
2(t)x2(t)

�
; (2.305)

g(t)´��êÃ'���m�'�Ïf�"ù�ÏfUC
´»È©�ÿÝ§l
¦��müz�
ÌØ2d(2.258) O���"�
���(�ÿÝ§·�7L£��K´»È©(2.29)þ§y3C
¤

(xbtbjxata) =
Z x(tb)=xb

x(ta)=xa

D0x
Z Dp

2��h
eiA[p;x]=�h; (2.306)

�K�^þ�

A[p; x] =
Z tb

ta

dt

�
p _x� p2

2Mg(t)
� M

2

2(t)x2(t)

�
: (2.307)

Ó�ª (2.49){(2.51)��§·�ÈKù�´»È©©�/ªe�ÄþCþ§�Ñ

(xbtbjxata) � 1p
2��hi�=Mg(tN+1)

NY
n=1

"Z 1

�1

dxnp
2��hi�=Mg(tn)

#
exp

�
i

�h
AN

�
: (2.308)

3ëY4�e§´»È©�±��

(xbtbjxata) =

Z
Dxpg exp

�
i

�h
A[x]

�
; (2.309)

Ù¥¹k(2.305)/ªe��^þ"
²;;�¦)$Ä�§ ��@tg(t)@t � 
2(t)

�
x(t) = 0; (2.310)

15I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 7.374.1.
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�XeC�

~x(t) =
p
g(t)x(t); ~
2(t) =

1

g(t)

�

2(t) +

_g2(t)

4g(t)
� �g(t)

2

�
; (2.311)

�±{z�±c�/ª p
g(t)

h
�@2t � ~
2(t)

i
~x(t) = 0: (2.312)

Ïd§´»È©�(J´

(xbtbjxata) =
Z
Dxpg eiA[x]=�h = F (xb; tb;xa; ta)e

iAcl=�h; (2.313)

Ù¥§ÞáÏf�[é'(2.261)]

F (xb; tb;xa; ta) =
1p

2�i�h=M

1p
Da(tb)

; (2.314)

Da(tb) �±ÏLúª(2.262){(2.267)�í2��"²;�^þ´

Acl =
M

2
(gbxb _xb � gaxa _xa); (2.315)

ùpgb � g(tb), ga � g(ta)"$Ä�§�)�±ÏL?U�Gelfand-Yaglom ¼ê(2.226)
Ú(2.227)�/ª5L«§¿�äkXe�5�

[@tg(t)@t +
2(t)]Da(t) = 0 ; Da(ta) = 0; _Da(ta) = 1=ga; (2.316)

[@tg(t)@t +
2(t)]Db(t) = 0 ; Db(tb) = 0; _Db(tb) = �1=gb; (2.317)

Ó�ª(2.246)��µ

x(xb; xa; t) =
Db(t)

Db(ta)
xa +

Da(t)

Da(tb)
xb: (2.318)

Ïd·��±ò²;�^þ(2.315)��Xe/ª

Acl =
M

2Da(tb)

h
gbx

2
b
_Da(tb)� gax

2
a
_Db(ta)� 2xbxa

i
: (2.319)

aq3�ª(2.267)¥§·��±��

Dren = Da(tb) = Db(ta) = �M
�

@2Acl

@xb@xa

��1

; (2.320)

ÏdÞáÏfC�

F (xb; tb;xa; ta) =
1p
2�i�h

s
� @2Acl

@xb@xa
: (2.321)

~X§éuäk�m�'�þ��gdâf§k

Da(t)=

Z t

ta

dt0 g�1(t0); Db(t)=

Z tb

t

dt0 g�1(t0); Dren=Da(tb)=Db(ta)=

Z tb

ta

dt0 g�1(t0); (2.322)

¿�²;�^þ´

Acl =
M

2

(xb � xa)
2

Da(tb)
: (2.323)
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(J�±éN´�í2�éu?¿���^þ

A =

Z tb

ta

dt
M

2

�
g(t) _x2 + 2b(t)x _x� 
2(t)x2

�
; (2.324)

|^î.-.�KF�§£Euler-Lagrange equation¤[�(1.8)]§�±��h
@tg(t)@t + _b(t) + 
2(t)

i
x = 0: (2.325)

´»È©(2.313)�)2g��§äkÞáÏf(2.321)§ùp§Acl´÷Xë�à:�²;´»

��^þ"

æ^ 2.4.6�!�Ú½�±?�Úí2�D���¹§ùÒ¦��§(2.316){(2.318)C¤Ý
�
§"

2.8 ´»È©ÚþfÚO

´»È©��{ éun)��XÚ�9²ï5��´ék^�"·�b½

XÚäk�mÃ'�M�îþ§¿����§Ý�T�Y��>"1.7!®�Ñ)
º§�Ü©9åÆþ�±|^þfÚO�©¼ê5(½

Z = Tr
�
e�Ĥ=kBT

�
=
X
n

e�En=kBT : (2.326)

ù�±w�´þfåÆ�©¼ê�)ÛëY£analytic continuation¤

ZQM = Tr
�
e�i(tb�ta)Ĥ=�h

�
(2.327)

´'u�m

tb � ta = � i�h

kBT
� �i�h�: (2.328)

3½�âfÄjxie§âfåÆ¦,��u'ué¤k £¦È©§l
ÏL
éxb = xa��müz�Ì�È©��þfÚO�©¼ê§¿�3)Û�òY�m
eO�µ

Z �
Z 1

�1
dx z(x) =

Z 1

�1
dx hxje��Ĥ jxi =

Z 1

�1
dx (x tbjx ta)jtb�ta=�i�h�: (2.329)

é��

z(x) � hxje��Ĥ jxi = (x tbjx ta)jtb�ta=�i�h� (2.330)

���©¼ê�Ý£partition function density¤"éu��f§ù�þk²(�
/ª[£�(2.173)]

z!(x) =
1q

2��h=M

s
!

sinh �h�!
exp

(
�M!

�h
tanh

�h�!

2
x2
)
: (2.331)
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òÅ�[ùÏfe��Ĥ©¤N+1�e��Ĥ=�hÏf�¦È§Ù¥� = �h=kBT (N + 1)§
XÓ(2.40)§(2.46)¥éA�þfåÆ�©¼ê@�§·�U
��Z �´»È©
/ªµ

Z �
N+1Y
n=1

�Z 1

�1
dxn

�
(2.332)

� hxN+1je��Ĥ=�hjxNihxN je��Ĥ=�hjxN�1i � : : :� hx2je��Ĥ=�hjx1ihx1je��Ĥ=�hjxN+1i:

ÚþfåÆ�¹e��§Ý
�hxnje��Ĥ=�hjxn�1i ­#L�¤Xe/ª

hxnje��Ĥ=�hjxn�1i �
Z 1

�1

dpn
2��h

eipn(xn�xn�1)=�h��H(pn;xn)=�h; (2.333)

���ØÓÒ´y3�/ªe3M�îþc¡vkJÜÏfi"Ïd§¦È
ª(2.332) �±�¤

Z �
N+1Y
n=1

"Z 1

�1
dxn

Z 1

�1

dpn
2��h

#
exp

�
�1

�h
AN

e

�
; (2.334)

ùpAN
e L«¦Úª

AN
e =

N+1X
n=1

[�ipn(xn � xn�1) + �H(pn; xn)] : (2.335)

3ëY4��! 0e§¦ÚC¤È©

Ae[p; x] =
Z �h�

0
d� [�ip(�) _x(�) +H(p(�); x(�))]; (2.336)

u´§�©¼ê±´»È©�/ª�Ñ

Z =
Z
Dx

Z Dp
2��h

e�Ae[p;x]=�h: (2.337)

3ù�L�ªp§p(�); x(�)�±w�´÷XJ�m¶� = it�Ä�´»"L�
ªAe[p; x]Ú²;åÆ�K�^þ(20.230)éaq"Ï�§��XþfÚO´»È
©§¤±¡Ù�þfÚO�^þ£quantum-statistical action¤ ½´îAp��^
þ£Euclidean action¤, ^eIe5IP"ù�¶¡J9�ù����¯¢§@Ò
´��D�î¼�m*Ð��J�m¶� = itÚD + 1�î¼�mk���AÛ5
�"~X§D�ÅdÄ��e��o¥þ�²��Ý´dx2 = �(cdt)2 + (dx)2"ò
Y�J¢me§ù��ÝC¤dx2 = (cd� )2 + (dx)2§ùÒ´o¥þ(c�;x)3î¼o
��me�²��Ý"

î¼�^þ(2.337)��È¼ê´îAp�.�KFþ£Euclidean La-
grangian¤Le"ù�þ�±ÏLîAp�V4�C�£Euclidean Legendre trans-
form¤5�M�îþéX[é'(1.9)]

H = Le + i
@Le

@ _x
_x = Le + ip _x (2.338)
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3ùp�� _xÏ�kp = @Le=@ _x [é'(1.10)]"
XÓþfåÆ�©¼ê(2.46)�´»È©§3þfÚOL�ª(2.337)¥§È©

ª
H Dx R Dp=2��h�ÿÝg,�'u¤k�pÚxé¡µ

I
Dx

Z Dp
2��h

=
I Dp

2��h

Z
Dx =

N+1Y
n=1

ZZ 1

�1

dxndpn
2��h

: (2.339)

�,§ù�é¡5´du,�È©´'u¤kÐ© £�u�ª £e�"

�õê��ª (2.46)k'�µØ3�c��¹e�´·^�"±þ�´»È
©(2.337) ´²;ÚOåÆ5K�g,*Ð"�âù
§� �me�z��
ü�dxdp=h����ÚO�­¤Óâ§¿�äkVÇÏfe�E=kBT"3þfÚO
p§¤kâf�´» �ª3´»� �m£path phase space¤

Q
n dx(�n)dp(�n)=h

(�n � n�)e'uü�Þá§z��´»¹k��VÇÏfe�Ae=�h ¿���¹XX

Ú�î¼�^þ"

2.9 �ÝÝ


�©¼êvk(½¤k�½�9åÆþ"­��½�&E�3u�müz�

Ìhxbje�Ĥ=kBT jxai�9aqÔp"~X§�Äù��Ì�é��§Z�1´8�zÏ
fµ

�(xa) � Z�1hxaje�Ĥ=kBT jxai: (2.340)

§�(½��þfÚOXÚ�âf�Ý�9²þ�"du(2.332)§ÏfZ�1¦�
'u���mÈ©�uü 1µ

Z 1

�1
dx �(x) = 1: (2.341)

òM�î�ÎĤ��y¼ê n(x)���8�\(2.340)¥§·���Ì©)

�(xa) =
X
n

j n(xa)j2e��En
.X

n

e��En : (2.342)

Ï�j n(xa)j2 ´XÚ3�y�jni�VÇ©Ù§¿�'�e��En=Pn e
��En´XÚ3

�jnie�8�z�VÇ§¤±�(xa)ù�þL«�me8�z�²þâf�Ý§´
'u§Ý�¼ê"

5¿�(xa)���5�"34�T ! 0e§�k�$U��3X§¿��(xa)ª
�uÄ��âf©Ù

�(xa)
T!0���! j 0(xa)j2: (2.343)

3p§���4�e§ýOþf�AC�Ø�'§¿��©¼êA�ªu²;L

�ª(1.535)§TL�ª´'uÅ�[ù©Ù�� �m�È©
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Z
T!1���! Zcl =

Z 1

�1
dx
Z 1

�1

dp

2��h
e�H(p;x)=kBT : (2.344)

Ïd§·�Ï"�(x)3�T4�e�u²;âf©Ù£classical particle distribu-
tion¤

�(x)
T!1���! �cl(x) = Z�1cl

Z 1

�1

dp

2��h
e�H(p;x)=kBT : (2.345)

3´»È©�{¥§·�ò32.13!p�\�[�?Øù�4�"3ùp§·
�oÑ��Xe?Øµ�3�Tg?1�Ð��m©�´»È©(2.332)�§=�
��b � �a = �h=kBTe§·��±��3���m©�¡§Ïd�±��

Z �
�Z 1

�1
dx
�
hxje��Ĥ=�hjxi; (2.346)

Ù¥k

hxje��Ĥ jxi �
Z 1

�1

dpn
2��h

e��H(pn;x)=�h: (2.347)

ÏLO�� = �b � �a �§�±���Ñ(2.345)"lÔnþ`§p§e´»vk
£J¤�m?1Þá§¿��I��ÄÈ©¦Èªp���"

XJH(p; x)äkIO/ª

H(p; x) =
p2

2M
+ V (x); (2.348)

ÄþÈ©´the momentum integral is 3pe�pd.È©§�±|^±eúª5
�¤

Z 1

�1

dp

2��h
e�ap

2=2�h =
1p
2��ha

: (2.349)

éu²;�©¼ê§ùÒ��Xx�È©

Zcl =
Z 1

�1

dxq
2��h2=MkBT

e�V (x)=kBT =
Z 1

�1

dx

le(�h�)
e��V (x): (2.350)

31��L�ª¥§·�Ú\�Ý

le(�h�) �
q
2��h2�=M: (2.351)

ù´�c3(2.126)Ú\�A��Ýl(tb � ta) �9£½î¼¤aqÔ"·�¡§
��§ÝT = 1=kB��'��ÙÛ¿Å�£deBroglie wavelength¤§½ö§{¡
�§9�ÙÛ¿Å�£thermal deBroglie wavelength¤"
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�Ñ(2.350)¥�xÈ©�Ñ�T4�e��(x)§¤±²;âf�©Ù�

�(x)
T!1���! �cl(x) = Z�1cl

1

le(�h�)
e�

�V (x): (2.352)

éugdâf§(2.350)¥'ux�È©´uÑ�"XJ·�b½x¶��Ýé��
´k��§�uL§K�©¼ê�u

Zcl =
L

le(�h�)
: (2.353)

3D��¹e§C¤

Zcl =
VD

lDe (�h�)
; (2.354)

ùp§VD ´D�XÚ�NÈ"éuäkM!2x2=2³���f§(2.350)¥'ux�
È©´k��§3D�í2e�Ñ

Zcl =
lD!

lD(�h�)
; (2.355)

ùp

l! �
s

2�

�M!2
(2.356)

L«d��fªÇ(½�²;�ÝIÝ"§��ª(2.301)¥�þfåÆ��!kX
e'X

l! le(�h�) = 2� �2!: (2.357)

ù�§ÏLd��f��©¼ê=�gdâf��©¼ê§·���PÁ5K

£mnemonic rule¤§·�7L?1{ü�O�

l! ���!
!!0

L; (2.358)

½ö

1

!
���!
!!0

s
�M

2�
L: (2.359)

�,§'u¢��m/ªXe

1

!
���!
!!0

s
(tb � ta)M

2��h
L: (2.360)

·��±�Ñ�(x)�´»È©/ª"�Ñ(2.337)¥'uxb � xa��ª�,È
©§¿�^ÏfZ�158�z§¤±��

�(xa) = Z�1
Z x(�h�)=xb

x(0)=xa
D0x

Z Dp
2��h

e�Ae[p;x]=�h

= Z�1
Z x(�h�)=xb

x(0)=xa
Dxe�Ae[x]=�h: (2.361)
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��?¿����ÎÔ�9²ïÏ"�´

hÔiT � Z�1
X
n

e��EnhnjÔjni: (2.362)

3½�Äjxie§C¤

hÔiT = Z�1
ZZ 1

�1
dxbdxahxbje��Ĥ jxaihxajÔjxbi: (2.363)

 £�Îx̂���?¿�¼êäkÏ"�

hf(x̂)iT = Z�1
ZZ 1

�1
dxbdxahxbje��Ĥ jxai�(xb � xa)f(xa) =

Z
dx�(x)f(x): (2.364)

âf�Ý�(xa) (½½�*ÿþ�9²þ"

XJf��6uÄþ�Îp̂§@o�é�Ý
�hxbje��Ĥ jxai �´I��"§�
�¹3�ª(1.221)�XþfXÚÚ\��ÝÝ
¥§y3´3§Ý�T�9Xn
pµ

�(xb; xa) � Z�1hxbje��Ĥ jxai; (2.365)

Ùé��Úþ¡�âf�Ý�(xa)�Ó"
òþfåÆÚþfÚO¦�U���a'§¿�÷XJ��m¶Ú\�m²£

�Î§ù´ék^�"

Ûe(�b; �a) � e�(�b��a)Ĥ=�h; �b > �a; (2.366)

(½§�½�Ý
���J�£imaginary¤ ½öî¼£Euclidean¤�müz�
Ì

(xb�bjxa�a) � hxbjÛe(�b; �a)jxai; �b > �a: (2.367)

XÓ3¢��m��¹e§·���ÄÏJ�m^S�b > �a"ÄK§�©¼êÚ
�ÝÝ
3Uþ��Ã¡�XÚeòØ�3"�ÑJ�m�Ì§·��±ÏL�

'ué���È©5é��©¼ê

Z =
Z 1

�1
dx(x �h�jx 0); (2.368)

�ÝÝ
´

�(xb; xa) = Z�1(xb�h�jxa0): (2.369)

�
��5§·�k����Ä��mk'�M�îþÚ�'�Ì�J�mü

z�Î"ÏL�Î��m©�½�Ý
�5��üz�Î

Û(�b; �a) = T� exp
�
�1

�h

Z �b

�a
d�Ĥ(�i� )

�
: (2.370)

ùp§T�´÷XJ�m¶�?��Î"
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7LrNµ�Î(2.370)3£ã9åÆy��k�5��3é�~�f��6
Ôn�mt�M�î�ÎĤ(t)þ"XÚ7L3¤k��m:þ�±�C²ï"ù
Ò´�¡���5�AnØ£linear response theory¤k�5���(�õ[!�
118Ù)"
J�müz�Ì(2.367)äk´»È©L«§�±ÏLXe�ª��§¿

K(2.334)¥���È©¿��°^�xb = xaµ

(xb�bjxa�a) �
NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

"Z 1

�1

dpn
2��h

#
exp

�
�AN

e =�h
�
: (2.371)

�m©�î¼�^þ�

AN
e =

N+1X
n=1

[�ipn(xn � xn�1) + �H(pn; xn; �n)] (2.372)

(·�®²3H�� -?Øe�Ñ
Ïf�i )"3ëY4�e§�¤´»È©�

(xb�bjxa�a) =
Z
D0x

Z Dp
2��h

exp
�
�1

�h
Ae[p; x]

�
(2.373)

[ÏLa'(2.337)]"éu��äk(2.7)IO/ª�M�îþ§

H(p; x; � ) =
p2

2M
+ V (x; � );

äk²w�³V (x; � )§Äþ�±ÈK§Ò�3(2.51)¥��§¿�Xx�me�´
»È©(2.52)�î¼/ª�Ñ(2.53)µ

(xb�bjxa�a) =
Z
Dx exp

(
�1

�h

Z �h�

0
d�
�
M

2
(@�x)

2 + V (x; � )
�)

� 1q
2��h�=M

NY
n=1

2
4Z 1

�1

dxnq
2��=M

3
5 (2.374)

� exp

(
�1

�h
�
N+1X
n=1

"
M

2

�
xn � xn�1

�

�2
+ V (xn; �n)

#)
:

dd§·�O�þfÚO�©¼ê

Z =
Z 1

�1
dx (x �h�jx 0)

=
Z
dx
Z x(�h�)=x

x(0)=x
Dx e�Ae[x]=�h =

I
Dx e�Ae[x]=�h; (2.375)

ùp§Ae[x]´.�KF�^þ�î¼/ª

Ae[x] =
Z �b

�a
d�
�
M

2
x02 + V (x; � )

�
: (2.376)
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§ÒL«éJ�m¦�©"Ò�(2.61¥�þfåÆ�©¼ê§´»È©
H Dxy3

L« I
Dx �

N+1Y
n=1

Z 1

�1

dxnq
2��h�=M

: (2.377)

'å�ª(2.374)§§vk�	�1=
q
2��h�=MÏf§ù´dué	Ü�x�,È

©"

ÏÏÏL*Ðx(�)�Fp�?ê�±N´��y^�x(�h�) = x(0)

x(�) =
1X

m=�1

1p
N + 1

e�i!m�xm; (2.378)

Ù¥kt�ªÇ£Matsubara frequencies¤

!m � 2�mkBT=�h =
2�m

�h�
; m = 0;�1;�2; : : : : (2.379)

�3���¶þÀ�¼ê�Ä�§3?¿��:´»´±�h��±Ï�§=

x(�) = x(� + �h�): (2.380)

Ïd§éuþfÚO�©¼ê�´»È©�¹¤k�±�h��±Ï�´»"3
�m©�´»È©(2.374)e§�Ix(�)�3lÑ��m:�n = n�þI�"�
é�§(2.378)¥ém�¦Ú��3lm = �N=2�N=2 ù´éuóê�N§é
uÛê�N§¦Ú��3l�(N � 1)=2�(N + 1)=2 (�Fig. 2.3)"�
k��¢
�x(�n)§·�7L�¦

xm = x��m (modulo N + 1): (2.381)

5¿µy3´»x(�)Ðmª�t�ªÇ£Matsubara frequencies¤´þfÞ
á(2.110)¥ªÇ�m�ü�(òtb � ta)ÛòY��i�h=kBT��)",
§§�k�
Ó�oê§Ï�ÑH9��êÚÚK�ê"��~	´"ªÇ!m = 0§´�¹3
ùp�§�'�e§(2.110)¥�ªÇ�m´�3��m = 1; 2; 3; : : : ek��"£
ã�k?¿��"à:xb = xa = x£�¹3;,p¤�´»´7I�"

2.10 ��f�þfÚO

��f´��)ûþfÚO´»È©�éÐ�~f"� -¶3�n = n��©�§Ù¥k� �
�h�=(N + 1) (n = 0; : : : ; N + 1)§�©¼êd4�N !1e�È©¦Èª�Ñ

ZN
! =

NY
n=0

"Z 1

�1

dxnp
2��h�=M

#
exp

��AN
e =�h

�
; (2.382)

ùp§AN
e ´�m©�î¼�f�^þ£time-sliced Euclidean oscillator action¤

AN
e =

M

2�

N+1X
n=1

xn(��2rr+ �2!2)xn: (2.383)
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Figure 2.3 éuóêÚÛê�Ne§�^þ(2.383)¥ÞáÝ
��y�(2.385)�ã«"

ÈKxn�§·�á���

ZN
! =

1q
detN+1(��2rr+ �2!2)

: (2.384)

·�ÏL�y��¦È5O�Þá1�ª§ù
�y�¦�©��^þ(2.383)¥�Ý

��2rr+ �2!2é�z"§�´

�2
m
m + �2!2 = 2� 2 cos!m�+ �2!2; (2.385)

Ù¥§!m´t�ªÇ£Matsubara frequencies¤"éu! = 0�§Fig. 2.3£±
�y��©Ù"
�=�Fp�©þxm�§�^þ(2.383)C¤é��"�
¢yù�8�§·�ò¢ÜRexmÚJ
ÜImxmü�¤��1¥þ

(Re x1; Imx1; Re x2; Imx2; : : : ; Re xn; Imxn; : : :);

¿�uy§ÏL±e���C�Ý
��m©� £xn = x(�n)�)éX

Tmnxn = (Tm)nxn

=

r
2

N + 1

� 1p
2
; cos

m

N + 1
2� � 1; sin m

N + 1
2� � 1;

cos
m

N + 1
2� � 2; sin m

N + 1
2� � 2; : : :

: : : ; cos
m

N + 1
2� � n; sin m

N + 1
2� � n; : : :

�
n
xn: (2.386)

éuz�1§�I�m = 0; : : : ; N; �N´óê�§��In´l0�N=2�§�N´Ûê�§��
In´l0�(N + 1)=2"3Ûê��¹e§dun = (N + 1)=2¤k����sin m

N+12� � n��§
7L�¿K§ù��{§3N�ÛêÚóêùü«�¹e§Tmn¥��ê8Ñ´N + 1§¿�ÒA
T´ù��"éuÛê�N§Tmn��ê1���(J�O�u�1"ù�§éu��·��8�
z§7L�¦þ���	�8�zÏf1=

p
2§Ò�1��¥���@�"�(2.115)Ú(2.116)aq

�?ØL²¤��Ý
´é��"ù�§·�U¦©��^þ(2.383)é�z§Xe¤«

AN
e =

M

2
�

8>><
>>:

h
!2x20 + 2

PN=2
m=1(
m
m + !2)jxmj2

i
for N =óê;�

!2x20 + (
(N+1)=2
(N+1)=2 + !2)x 2
N+1

+ 2
P(N�1)=2

m=1 (
m
m + !2)jxmj2
i

for N =Ûê.

(2.387)

duTmn���5§ÿÝ
Q

n

R1
�1

dx(�n)�±{ü�C��
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Z 1

�1

dx0

N=2Y
m=1

Z 1

�1

dRexm

Z 1

�1

d Imxm for N =óê,

(2.388)Z 1

�1

dx0

Z 1

�1

dx(N+1)=2

(N�1)=2Y
m=1

Z 1

�1

dRexm

Z 1

�1

d Imxm for N =Ûê.

|^pdÈ©§·����©¼ê

ZN
! =

�
detN+1(��2rr+ �2!2)

��1=2
=

"
NY

m=0

(�2
m
m + �2!2)

#�1=2

=

(
NY

m=0

�
2(1� cos!m�) + �2!2

�)�1=2

=

"
NY

m=0

�
4 sin2

!m�

2
+ �2!2

�#�1=2

: (2.389)

du�y�3O�n! n+N + 1e�±Ï5§éuóêÚÛêe�N(JÑC¤���¦ÈL�
ª"

�¢�m�Ì�ÞáÏf(2.160)��§�©¼ê(2.389) ��¹��y��²��§��pd
È©���(J"Ú�r�È©ª(1.333)��§vk� �"
�
O�¦È§·���

sin2
!m�

2
=
�
1 + cos

!m�

2

��
1� cos

!m�

2

�
; (2.390)

1��Ïf�(J´

1 + cos
!m�

2
� 1 + cos

�m

N + 1
(2.391)

Ù¥§m = 1; : : : N§1��Ïf�(J´

1� cos
!m�

2
= 1� cos

�m

N + 1
� 1 + cos �

N + 1�m

N + 1
; (2.392)

ù�ü�(J��X���´�Ó�§�´fÐ´'um�S"ù�§©lÑm = 0��§·�U
�(2.389)��±e/ª

ZN
! =

1

�!

"
NY

m=1

2
�
1� cos

!m�

2

�#�1 " NY
m=1

 
1 +

�2!2

4 sin2 !m�
2

!#�1=2

: (2.393)

�ªm>1��Ïf´gdâf1�ªdetN (��2rr) = N +1�þfåÆÞá1�ª[�(2.123)]§
ÏdÃØN´óê�´Ûê§·���

ZN
! =

kBT

�h!

"
NY

m=1

 
1 +

�2!2

4 sin2 !m�
2

!#�1=2

: (2.394)

O��e�¦È�§·�7L2gUN´óê�´Ûê5©m?Ø"éuóê�N§z���y
�Ñyüg(�Fig. 2.3)§·���

ZN
! =

kBT

�h!

2
4N=2Y
m=1

 
1 +

�2!2

4 sin2 m�
N+1

!35
�1

: (2.395)
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éuÛê�N§�km = (N + 1)=2���Ñy�g§7L�üÕ?n§Ïd

ZN
! =

kBT

�h!

2
4�1 + �2!2

4

�1=2 (N�1)=2Y
m=1

 
1 +

�2!2

4 sin2 �m
N+1

!35
�1

: (2.396)

·�Ú\ëê~!e§´(2.161)�î¼aqÔ£Euclidean analog¤§ÏL±e�ªÚ\

sin i
~!e�

2
� i

!�

2
; sinh

~!e�

2
� !�

2
: (2.397)

3Ûê�¹e§¦Èúª16

(N�1)=2Y
m=1

"
1� sin2 x

sin2 m�
(N+1)

#
=

2

sin 2x

sin[(N + 1)x]

(N + 1)
(2.398)

[�(2.163)aq]�Ñ±e�úª§Ù¥kx = ~!e�=2§

ZN
! =

kBT

�h!

�
1

sinh(~!e�=2)

sinh[(N + 1)~!e�=2]

N + 1

��1

: (2.399)

3óê�¹e§úª17

N=2Y
m=1

"
1� sin2 x

sin2 m�
(N+1)

#
=

1

sinx

sin[(N + 1)x]

(N + 1)
; (2.400)

2g�Ñ��ª(2.399)�Ó�(J"�\�ª(2.397)§l
·���3©�J�m¶£sliced
imaginary time axis¤þ��©¼êµ

ZN
! =

1

2 sinh(�h~!e�=2)
: (2.401)

�©¼ê�±Ð¤Xe�?ê

ZN
! = e��h~!e=2kBT + e�3�h~!e=2kBT + e�5�h~!e=2kBT + : : : : (2.402)

ÏL����ÌÐmª(2.326)'�§·��ÑXÚ�Uþ�y�µ

En =

�
n+

1

2

�
�h~!e: (2.403)

§�Ðy;.��5O���fS�§Ù¥k

~!e =
2

�
arsinh

!�

2
(2.404)

´©��m¶þ�ªÇ§¿��h~!e=2´":U"
3ëY4��! 0e§�m©��©¼êZN

! C¤Ï~��f�©¼ê

Z! =
1

2 sinh(��h!=2)
: (2.405)

w,§3D�e§du�^þ3x�z��©þe��\5§ù�(JC�[2 sinh(��h!=2)]�D"

16I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 1.391.1.
17ibid., formula 1.391.3.
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5¿µ�ª(2.394)¥¦È�ëY4���±Å�Ïf��Ä"u´Z!C�

Z! =
kBT

�h!

"
1Y
m=1

�
1 +

!2

!2
m

�#�1

: (2.406)

�âúª(2.171)§¦È
Q1

m=1

�
1 + x2

m2�2

�
×��Âñusinh x=x§dx = �h!�=2§·�uy

Z! =
kBT

�h!

�h!=2kBT

sinh(�h!=2kBT )
=

1

2 sinh(��h!=2)
: (2.407)

�3�ª(2.181)���?Ø��§Ï�(2.394) ¥�¦È��kªÇ�'�§¤±�±3z�Ïf
¥�ëY4�"

ÚþfåÆe��¹��§��ëY4��L§�±3�§�S�eo(Ñ5§Ù¥ù
�

§U���©�Î�'�

ZN
! =

�
detN+1(��2rr+ �2!2)

��1=2

=
�
det0N+1(��2rr)

��1=2

"
detN+1(��2rr+ �2!2)

det0N+1(��2rr)

#�1=2

�!0���! kBT

�h

�
det(�@2� + !2)

det0(�@2� )
��1=2

=
kBT

�h!

1Y
m=1

�
!2
m + !2

!2
m

��1

: (2.408)

3! = 0�1�ª¥§�
��k��L�ª§�üØ�u"�t�ªÇ"\§Ò5L²ù�:"
�©�Î�@2��^3´¼êþ§¿�ù
¼ê´3� ! � + �h�O�e�±Ï¼ê"P4�@2��z�
��y�ÑÑyüg§Ø
"ªÇ!0 = 0�Ñy�g"
��·��Ñ§ù�!�(J��±��dþfåÆ��Ì(2.173)��[½ö|^lÑ�m�

/ª(2.197)]§ÏLò�m�tb � ta)ÛòY�Jê��i(�b � �a)µ

(xb�bjxa�a) =
1p

2��h=M

r
!

sinh!(�b � �a)

� exp

�
� 1

2�h

M!

sinh!(�b � �a)
[(x2b + x2a) cosh!(�b � �a)� 2xbxa]

�
: (2.409)

-x = xb = xa¿��x�È©§·���['�(2.331)]

Z!=

Z 1

�1

dx (x �bjx �a) = 1p
2��h(�b � �a)=M

s
!(�b � �a)

sinh[!(�b � �a)]

�
p
2��h sinh[!(�b � �a)]=!M

2 sinh[!(�b � �a)=2]
=

1

2 sinh[!(�b � �a)=2]
: (2.410)

þ¡�'Xª�b � �a = �h�§·�­#���©¼ê(2.405)"élÑ�m�/ª(2.197) �aq�
?n�±��(2.401)"·�3¢±Ï¼ê�me��?1ÕáO��8�´Ð«±Ï5´»�ª
Ç(�§¿�n)�¤éA�äk�½à:�þfåÆ´»�ØÓ"·���Ð«XÛ?n��

�)�¦ÈL�ª"

éu3àÜÔÔne�A^(�115Ù)§·��I��km�à:£open ends¤�¤k´»
Þá��©¼ê

Zopen
! =

Z 1

�1

dxb

Z 1

�1

dxa (xb�bjxa�a) = 1p
2��h(�b � �a)=M

s
!(�b � �a)

sinh[!(�b � �a)]

2��h

M!

=

r
2��h

M!

1p
sinh[!(�b � �a)]

: (2.411)

cÏf´�ª(2.301)¥�ÝIÝ�!�
p
2��"
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2.11 ��m�'��³

éuäk��m�'�ªÇ
(�)¿�3� ! � + �h�e´±Ï5��¹§·�ék7��O�
Ù9Þá1�ª"Ó2.3.6!��§·��Ä�Ì

(xb�bjxa�a) =

Z
D0x

Z Dp
2��h

e
�
R
�b

�a
d� [�ip _x+p2=2M+M
2(�)x2=2]=�h

=

Z
Dxe�

R
�b

�a
d� [M _x2+
2(�)x2]=2�h

: (2.412)

�m©�ÞáÏf£time-sliced 
uctuation factor¤´['�(2.200)]

FN (�a � �b) = detN+1[��2rr+ �
2(�)]�1=2; (2.413)

äkëY4�

F (�a � �b) =
kBT

�h

�
det(�@2� +
2(�))

det0(�@2� )
��1=2

: (2.414)

¢Sþ§éu9�¹§|^�f�(J58�zÞáÏf´�Ü·�§
Ø´gdâf�(

J§¿�|^úª

F (�b; �a) =
1

2 sinh(��h!=2)

�
det(�@2� +
2(�))

det(�@2� + !2)

��1=2

: (2.415)

ù��`³´©1þ�1�ªvk"�y�§XJk"�y�KI�3(2.408)¥�AÏ?n¶�
Î�@2� + !2´�½�"

ÓþfåÆ��¹��§éu���
(�)´Ø���y�Ì�",
§ÏLa'Gelfand-
Yaglomúª(2.207ÚÐ©^�(2.212)§k�U���1�ªé����©�§¦+y3�í�L
§��¡��õ"�	�(J3u±Ï>.^�§duT^�ò�"���1Ú\Ý
��2rr�m
þ�Ú�e�['�2.102)]µ

��2rr =

0
BBBBB@

2 �1 0 : : : 0 0 �1
�1 2 �1 : : : 0 0 0
...

...
0 0 0 : : : �1 2 �1
�1 0 0 : : : 0 �1 2

1
CCCCCA : (2.416)

�
�Ð�n)��c(J�'X§·�ò^���O����1§��'�§��·��±
-���u""ò���6�m�ªÇÝ
\���2rrþ§,�·��ÄÞáÝ


��2rr+ �2
2 =

0
BBB@

2 + �2
2
N+1 �1 0 : : : 0 ��

�1 2 + �2
2
N �1 : : : 0 0

...
...

�� 0 0 : : : �1 2 + �2
2
1

1
CCCA :

(2.417)

·�^ ~DN+1L«ù�(N + 1)� (N + 1)Ý
�1�ª"÷X1��Ðmù�1�ª§·�uy÷
v�§

~DN+1 = (2 + �2
2
N+1) (2.418)

�detN

0
B@

2 + �2
2
N �1 0 : : : 0 0

...
...

0 0 0 : : : �1 2 + �2
2
1

1
CA
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+detN

0
BBBBB@

�1 0 0 0 : : : 0 ��
�1 2 + �2
2

N�1 �1 0 : : : 0 0
0 �1 2 + �2
2

N�2 �1 : : : 0 0
...

...
0 0 0 0 : : : �1 2 + �2
2

1

1
CCCCCA

+(�1)N+1�detN

0
BBBBB@

�1 0 0 : : : 0 ��
2 + �2
2

N �1 0 : : : 0 0
�1 2 + �2
2

N�1 �1 : : : 0 0
...

...
0 0 0 : : : 2 + �2
2

2 �1

1
CCCCCA :

1��1�ª3�c��ª(2.202)ÑyL(�´��Ñy�´��2
2
Ø´�2
2)"3@p^DN5

IP§÷v�©�§

���2rr+ �2
2
N+1

�
DN = 0; (2.419)

kÐ©^�

D1 = 2 + �2
2
1;

D2 = (2 + �2
2
1)(2 + �2
2

2)� 1: (2.420)

(2.418)¥�1��1�ª�±UÙ1��5Ðm§�Ñ

�DN�1 � �: (2.421)

1n�1�ª�E,§�÷X1��Ðmª§·�k

(�1)N �1 + (2 + �2
2
N )HN�1 �HN�2

�
; (2.422)

k(N � 1)� (N � 1)1�ª

HN�1 � (�1)N�1 (2.423)

�detN�1

0
BBBBB@

0 0 0 : : : 0 0 ��
2 + �2
2

N�1 �1 0 : : : 0 0 0
�1 2 + �2
2

N�2 �1 : : : 0 0 0
...

...
0 0 0 : : : �1 2 + �2
2

2 �1

1
CCCCCA :

÷X1��·�Ðmù�1�ª§·�uyÚDN��§HN÷v�Ó��©�§µ

(��2rr+ �2
2
N+1)HN = 0: (2.424)

,
§éuHN�Ð©^�´ØÓ�µ

H2 =

���� 0 ��
2 + �2
2

2 �1
���� = �(2 + �2
2

2); (2.425)

H3 = �

��������
0 0 ��

2 + �2
2
3 �1 0

�1 2 + �2
2
2 �1

��������
= �

�
(2 + �2
2

2)(2 + �2
2
3)� 1

�
: (2.426)
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XJ·�d
2
N£Ä���:ü�,�
2

N+1§Ò¬uyHN ¯¢þ�u�DN�1"^þI+L²ù
�:§=·��±�¤

HN = �D+
N�1: (2.427)

ù�§·����§

~DN+1 = (2 + �2
2
N )DN �DN�1 � �

��[1 + (2 + �2
2
N )�D

+
N�2 � �D+

N�3]: (2.428)

|^'uDNÚD+
N��©�§§þª�±�¤{'�/ª

~DN+1 = DN+1 � �2D+
N�1 � 2�: (2.429)

éu� = 0�þfåÆÞá§þª{z��c2.3.6!�(J"éu� = 1�±ÏÞá§(J´

~DN+1 = DN+1 �D+
N�1 � 2: (2.430)

3ëY4�e§DN+1�D+
N�1ªu2 _Dren§ùpDren(�) = Da(t)´Gelfand-Yaglom¼ê�J�

m/ª§T¼ê32.4 !¥�^5)ûàg�©�§(2.213)§¿�kÐ©^�(2.211)Ú(2.212)§
½ö�ª(2.226)"y3§�éA�5��µ��@2� +
2(�)

�
Dren(�) = 0; Dren(0) = 0; _Dren(0) = 1: (2.431)

3Dren(�)¥§1�ªdaGelfand-Yaglom£Gelfand-Yaglom-like¤úª

det(��2rr+ �
2)T
�!0���! 2[ _Dren(�h�)� 1]; (2.432)

�©¼ê�

Z
 =
1r

2
h
_Dren(�h�)� 1

i : (2.433)

�±£��c�ª(2.260)��Ì(xbtbjxata)5u�ù�(J§òY�J�mt = i�§-xb = xa =
x¿�¤k'ux�È©"(J�

Z
 =
1

2
q

_Da(tb)� 1
; tb = i�h�; (2.434)

�(2.433)��"
���f��~f§d�(2.431)�)´

Dren(�) =
1

!
sinh!� (2.435)

[(2.214)�)ÛòY]"u´

2[ _Dren(�)� 1] = 2(cosh ��h! � 1) = 4 sinh2(��h!=2); (2.436)

¿�·����(��©¼êµ

Z! =
n
2[ _Dren(�)� 1]

o�1=2 ���
�=�h�

=
1

2 sinh(��h!=2)
: (2.437)
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3©��J�m¶þ§ØCªÇ
2 � !2��¹�±UXe�ª)û"l�ª(2.208)¥·��
���Gelfand-Yaglom ¼êDN§¿�òY�î¼ªÇ~!e§�ÑJ�m/ª

DN =
sinh(N + 1) ~!e�

sinh ~!e�
: (2.438)

,�·�|^úª(2.430)§éu~ê
2 � !2§kD+
N�1 = DN�1§Túª�±{z"O���

~DN+1 =
1

sinh ~!e�
[sinh(N + 2) ~!e�� sinhN ~!e�]� 2

= 2 [cosh(N + 1) ~!e�� 1] = 4 sinh2[(N + 1) ~!e�=2]: (2.439)

òdª�\�ª(2.384)¥§�Ñ�©¼ê

Z! =
1q
~DN+1

=
1

2 sinh(�h ~!e�=2)
; (2.440)

�(2.401)��"

2.12 Fp��me��¼ÿÝ

éuþfÚO´»È©�3�«3�
A^þék�Ï�O�5½Â(~X
32.13!±915Ù)"4�e�¦Èúª(2.408)L²3ëY�m¶þ|^´»�
Fp�©þ�±½Â��´»È©§l
�O3©��m¶þé¤k´»��i

/�.¦Ú��{"XÓ3(2.378)¥§�´äkÑ�ØÓ�8�zXê§·�U
XeÐmù
´»

x(�) = x0 + �(�) � x0 +
1X

m=1

�
xme

i!m� + c:c:
�
; x0 = real; x�m � x�m: (2.441)

5¿�é�6�m�Þá�(�)��mÈ©�"§
R �h=kBT
0 d� �(�) = 0§ù�"ªÇ

©þx0´Þá´»���m²þµ

x0 = �x � kBT

�h

Z �h=kBT

0
d� x(�): (2.442)

�'�e§(2.378)ª3©��m¶þ¤á�¿��lm¦Ú�����§y
3�¦Úvk��§´�H¤k �t�ªÇ£!m = 2�mkBT=�h = 2�m=�h�"
3xme§�5�f�î¼�^þ´

Ae =
M

2

Z �h=kBT

0
d� ( _x2 + !2x2)

=
M�h

kBT

"
!2

2
x20 +

1X
m=1

(!2
m + !2)jxmj2

#
: (2.443)

3�ª(2.386)¥�m©�´»�È©CþC��Fp�©þxmþ"È©¦
È
Q
n

R1
�1 dx(�n) C¤'uxm¢ÜÚJÜ�È©¦È(2.388)"3ëY4�e§(J

´ Z 1

�1
dx0

1Y
m=1

Z 1

�1
dRe xm

Z 1

�1
d Im xm: (2.444)
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ò�kªÇ¦Úª2.443)��êe�Ae=�h ���È¼êp§pdÈ©�¦È¤��

y��ê§=(!2
m + !2)�1�¦È§Ù¥m = 1; : : : ;1§äk�
Ã�Ïf"ù

�±ÏL���©¼ê®��ëY(J(2.408)�'�5(½"ù«Ã�5´3�
ª(2.181)¥���a.§¿�7LlÿÝ(2.444)¥©Ñ�"lXe�Fp��m
¥�È©ÿÝ���(�(J(2.406)

I
Dx �

Z 1

�1

dx0
le(�h�)

1Y
m=1

"Z 1

�1

Z 1

�1

dRe xmd Im xm
�kBT=M!2

m

#
: (2.445)

3�ª(2.181)��?Ø�'uÏf(!2
m + !2)�1¦È�uÑ�±ÏLÿÝ¥�!2

mÏ

f5��"�m>�ÿÝÚ\��£short-hand¤IP´é�B�§��I
Dx �

Z 1

�1

dx0
le(�h�)

I
D0x: (2.446)

éx0È©�©1þ´�ÝIÝle(�h�)§´��ª(2.351)¥½Â���éX�
u´·�O�

Zx0
! �

I
D0x e�Ae=�h=

1Y
m=1

"Z 1

�1

Z 1

�1

dRe xmd Im xm
�kBT=M!2

m

#
e�M�h[!2x20=2+

P
1

m=1
(!2m+!2)jxmj2]=kBT

= e�M!2x20=2kBT
1Y

m=1

"
!2
m + !2

!2
m

#�1
: (2.447)

'u"ªÇ©þx0��ªÈ©�Ñ�©¼ê

Z! =
I
Dx e�Ae=�h =

Z 1

�1

dx0
le(�h�)

Zx0
! =

kBT

�h!

1Y
m=1

"
!2
m + !2

!2
m

#�1
; (2.448)

Ó(2.408)�(J��"
l�ª(2.414)¥�±w,��éu�����Ì(2.412) �±|^�Ó�ÿ

Ý"Ï�´»È©ÿÝ¥ÄU�ÓÌ�/ [(2.181)��?Ø�uÑ�5gÄU
�]§Ïd�±{ü�y²§�Ó�ÿÝéuäkIOÄU��?ÛXÚÑ´·^
�"

éu�ª(2.411)¥m�à:��©¼ê§�k�Ué�´»�Fp�©)Ú�
'é�È©ÿÝ"·�Äk�Ä÷vì�ù>.^��¤±´»�Ñ�{z8Ü

_x(�a) = va = 0; _x(�b) = vb = 0: (2.449)

§�äkFp�Ðmª

x(�) = x0 + �(�) = x0 +
1X
n=1

xn cos �n(� � �a); �n = n�=�: (2.450)

ªÇ�n´éu)|�X>.^��ªÇ�îAp�/ª"·�|^Xe�^þ�
Fp�©)§ÏLa'�c�±Ï5��¹�±O�ù�´»e��©¼ê

Ae =
M

2

Z �h=kBT

0
d� ( _x2 + !2x2) =

M�h

kBT

"
!2

2
x20 +

1

2

1X
n=1

(�2n + !2)x2n

#
; (2.451)
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¿�ÿÝ´

I
Dx �

Z 1

�1

dx0
le(�h�)

1Y
n=1

"Z 1

�1

Z 1

�1

d xn
�kBT=2M�2n

#

�
Z 1

�1

dx0
le(�h�)

I
D0x: (2.452)

Ú3(2.447)��§y3·�3�½�x0þ�'u¤±Þá�´»È©µ

ZN;x0
! �

I
D0x e�Ae=�h=

1Y
n=1

"Z 1

�1

Z 1

�1

d xn
�kBT=2M�2n

#
e�M�h[!2x20=2+

P
1

n=1
(�2n+!

2)jxnj2]=kBT

= e�M!2x20=2kBT
1Y
n=1

"
�2n + !2

�2n

#�1
: (2.453)

|^¦Èúª(2.181)§C�

ZN;x0
! =

s
!�h�

sinh!�h�
exp

�
��M

2
!2x20

�
: (2.454)

'u"ªÇ©þx0��ªÈ©�Ñ�©¼ê

ZN
! =

1

le(�h�)

s
2��h

M!

1p
sinh!�h�

: (2.455)

·�®²3cÏf1=le(�h�)¥^�ª(2.351)��ÝIÝ1=le(�h�)�O
©1"Ø

ù�cÏf§ì�ù�©¼êÚ(2.411)¥m�à:��©¼êZopen

! ´fÐ��

�"

ù«�k��Ã';�Ïf�|Ü5��Ï´�oº=¦÷vì�ù>.^�

�´»Ø�¹¤k�km�à:�´»"
�§3½Â�§(2.411)¥'uà:�
È©vk¦�à:�Ý
´ÄþC�""�(§£�(2.187)¥Äþ�me��m
üz�Î§·�á=�±wÑ�ª(2.411)¥�äkm�à:��©¼êZopen

! Úä

k"Äþà:�J�m�Ì´�Ó�µ

Zopen
! = (pb �h�jpa 0)jpb=pa=0: (2.456)

ù�§3Äþ�me§äk?¿m�à:�¤±´»�¦Ú�u÷v)|�X

>.^��¤k´»�¦Ú"�3²;þ§à:Äþ�"L«à:�Ý�""

l(??)!�� �me�m©�´»È©�?Ø¥·���Þá´»÷vM _x 6=
p"(2.51)a.�pd�ê��X��Þá£
uctuations of the di�erence¤"ù)
º
3Zopen

! ÚZN
!�m�Ã'Ïf"M _x Úp��É�Ñy3à:?���á�m

m�e"�3á�me§³Ø¬K�(2.51)¥�Þá"ùÒ´3à:�Þáé�©
¼êZN

!��z
��Ã';���NÏfle(�h�)��Ï"
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2.13 ²;4�

þ�!�,��ÿÝ'±c�-<&Ñ�L²3p§4�e§?��þfÚO

�©¼ê�´»È©L«{z��ª(2.344)¥�Ñ�²;�©¼ê"·�l.�
KFúª(2.374)m©XÃ"�\Fp�©)(2.441)§ÄU�C�

Z �h�

0
d�

M

2
_x2 =

M�h

kBT

1X
m=1

!2
mjxmj2; (2.457)

�©¼ê�

Z =
I
Dx exp

"
� M

kBT

1X
m=1

!2
mjxmj2 �

1

�h

Z �h=kBT

0
d� V (x0 +

1X
m=�1

0 xme
�i!m� )

#
: (2.458)

�§�¦ÚÎÒL«vkm = 0��"ÿÝ´¤kFp�©þÈ©�¦È(2.445)
y3·�ïÄ3p§��¹e§m 6= 0�t�ªÇX2�mkBT=�h��uÑ"Ï

d�)�(J´éuxm 6=0Þá�Å�[ùÏf3xm = 0NCk¸�"xm�²þ�

�´
q
kBT=M=!m = �h=2�m

p
MkBT"XJ³V

�
x0 +

P0 1
m=�1

0 xme
�i!m�

�
´gC

þ�²w�¼ê§·��±Cq�L«¤V (x0)\þ�¹xm�pg���"éu
p§§pg���²þ�´é��§U
��Ñ"+Þ�V (x0)´��mÃ'�"
Ïd·�3p§4�e��

Z
T!1���!

I
Dx exp

"
� M

kBT

1X
m=1

!2
mjxmj2 �

1

kBT
V (x0)

#
: (2.459)

�ªm>´'uFp�©þxm�²�ª"3È©ÿÝ(2.445)e§·��'uxm�
È©§��

Z
T!1���! Zcl =

Z 1

�1

dx0
le(�h�)

e�V (x0)=kBT : (2.460)

ù�²;�©¼ê(2.350)��"
í�L§Ðy
��éu²;4��(5�­�kû^�µ�3v
²w�³

e´¤á�"·�ò318Ùw�éu�
ÛÉ³§~X�1=jxj (¥Õ³)§1=jxj2
(l%³^), 1= sin2 � (�³^)§Ø÷vù�^�¿�²;4�Ø2d(2.460)�
Ñ"3(½��(x)?�âf©Ù vkù�¯K"§o´ª�u²;4�(2.352)µ

�(x)
T!1���! Z�1cl e

�V (x)=kBT : (2.461)

Âñ53xe´Ø���§ùÒ´4���vkòY�È©(2.460)��Ï"3
112Ù¥é­��:Ò´��#�k¿©�â�´»È©úª5?nÛÉ³"Ä
k§·�ò�Ñù
|©�?n�{§UY~5�?Ø²w³��¹"

2.14 3©��m¶þ|^Ñtúª�O�E|

3 ± c � � ! p § · � | ^ � L £tabulated¤ � ¦ È ú ª § ~

X(2.122)§(2.163)§(2.171)§(2.398)§(2.400) 5é3k�©��m¶þ�Þá1�ª"du�
Cé
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þf|Ø��:�.a,�§ÏdPk�@p�Ç�O��{5��ù
¦Èúª£Ú�'

�¦Ú¤´ék^�"����;.�~f§�Ä��f��©¼ê§ù���f�ªÇ´!§¿
�3�m¶þ©¤N + 1°§Ù¥z°�þÝ´�§

Z =

NY
m=0

[2(1� cos!m�) + �2!2]�1=2; (2.462)

¦Èª�H¤k�t�ªÇ!m = 2�mkBT=�h"�?nù�¦Èª�'§·��ÄgdU�\k
Ã

F = �kBT logZ =
1

2
kBT

NX
m=0

log[2(1� cos!m�) + �2!2]: (2.463)

y3·�|^Ñt¦Úúª(1.205)uy§¦Ú�±U��Xe���¦Ú�È©�|Üµ

F =
1

2
kBT (N + 1)

1X
n=�1

Z 2�

0

d�

2�
ei�n(N+1) log[2(1� cos�) + �2!2]: (2.464)

'un�¦Ú¦���2�=(N + 1) = !m���ê�§ù�Ð´·�¤���"

y3·�O�(2.464)¥�È©µ

Z 2�

0

d�

2�
ei�n(N+1) log[2(1� cos�) + �2!2]: (2.465)

�d§·�±4��/ªU���?¿gCþ�éê

log a = lim
�!0

�
�
Z 1

�

d�

�
e��a=2

�
+ log(2�) + 
; (2.466)

ùp


 � ��0(1)=�(1) = lim
N!1

 
NX
n=1

1

n
� logN

!
� 0:5773156649 : : : (2.467)

´î.-êdpÛZ~ê£Euler-Mascheroni constant¤"¼ê

E1(x) =

Z 1

x

dt

t
e�t (2.468)

�¡��êÈ©£exponential integral¤§ k�x�Ðmª18

E1(x) = �
 � log x�
1X
k=1

(�x)k
kk!

: (2.469)

|^éê�L«/ª(2.466)§gdU�±U��

F =
1

2�

1X
n=�1

lim
�!0

�
�
Z 1

�

d�

�

Z 2�

0

d�

2�
ei�n(N+1)�� [2(1�cos �)+�2!2]=2 � �n0 [log(2�) + 
]

�
:

(2.470)

18I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 8.214.2.
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y3�'u��È©§19 �Ñ��?���l�¼ê In(N+1)(�):

F =
1

2�

1X
n=�1

lim
�!0

�
�
Z 1

�

d�

�
In(N+1)(�)e

��(2+�2!2)=2 � �n0 [log(2�) + 
]

�
:

(2.471)

du�2!2 � m2§·��þª��©§��

@F

@m2
=

1

4�

1X
n=�1

Z 1

0

d�In(N+1)(�)e
��(2+m2)=2 (2.472)

¿�|^éuRe � > �1; Re � > Re �k��úª§���È©Z 1

0

d� I�(�� )e
��� = ��

(��
p
�2 � �2)�� ;p
�2 � �2

= ���
(��

p
�2 � �2)�p

�2 � �2
; (2.473)

��

@F

@m2
=

1

2�

1X
n=�1

1p
(m2 + 2)2 � 4

"
m2 + 2�p(m2 + 2)2 � 4

2

#jnj(N+1)

: (2.474)

dd§·�|^'um2 + 1�È©��F m2 + 1"¦Úªen = 0���Ñ

log[(m2 + 2 +
p
(m2 + 2)2 � 4 )=2] + const (2.475)

¿�§n 6= 0��µ

� 1

jnj(N + 1)
[(m2 + 2 +

p
(m2 + 2)2 � 4 )=2]�jnj(N+1) + const ; (2.476)

ùp§È©~ê�±�6un(N + 1). 3(2.471)¥ÏL=�4�m2 !1þ5N!ù
~ê"3@
p§È©´d�l�¼ê��5û½

I�(z) � 1

j�j!
�z
2

��
[1 +O(z2)]; (2.477)

¿�(2.471)¥1��C�

� 1

(jnj(N + 1))!

Z 1

�

d�

�

��
2

�jnj(N+1)

e��m
2=2

�
�

logm2 + 
 + log(2�) n = 0

�(m2)�jnj(N+1)=jnj(N + 1) n 6= 0

�
: (2.478)

,��¡§3(2.475)Ú(2.476)¥§4�m2 !1©O�Ñlogm2+constÚ�(m2)�jnj(N+1)=jnj(N+
1) + const"ÏdÈ©~ê7L�""¤±§·��±�eäkN + 1��mÚ�gdU§Xe

F =
1

2�

NX
m=0

log[2(1� cos(!m�)) + �2!2]

=
1

2�

(
log
h�
�2!2 + 2 +

p
(�2!2 + 2)2 � 4

��
2
i

(2.479)

� 2

N + 1

1X
n=1

1

n

h�
�2!2 + 2 +

p
(�2!2 + 2)2 � 4

��
2
i�jnj(N+1)

)
:

19I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formulas 8.411.1 and 8.406.1.
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ùp§Ú\Xeëê´é�B�

�~!e � log
nh

�2!2 + 2 +
p
(�2!2 + 2)2 � 4

i �
2
o
; (2.480)

Ù¥÷v

cosh(�~!e) = (�2!2 + 2)=2; sinh(�~!e) =
p
(�2!2 + 2)2 � 4=2; (2.481)

½ö

sinh(�~!e=2) = �!=2:

ù�§ù�3(2.397)¥Ú\�ëê´���§¿��±ògdU(2.479) {z�

F =
�h

2

"
~!e � 2

�(N + 1)

1X
n=1

1

n
e��~!en(N+1)

#

=
1

2

�
�h~!e + 2kBT log(1� e���h~!e)

�
=

1

�
log [2 sinh(��h~!e=2)] ; (2.482)

3ëY4�e´

F
�!0
=

1

�
log [2 sinh (��h!=2)] =

�h!

2
+

1

�
log(1� e���h!): (2.483)

2.15 �´»È©�â)Û�5z�|nØ½Â

þ�!uÐ�*u��fþf�©¼ê�O�E|�±^5½Â�´»È©§

T�{QØI���Ð¤ùL�ª(2.64)@�©��m§�ØI��2.12!¥3F
p�©þe�È©ÿÝ�°(`²"�©¼ê�´»È©

Z! =
I
Dxe�

R �h�

0
M [ _x2(�)+!2x2(�)]=2 =

I
Dxe�

R �h�

0
Mx(�)[�@2�+!

2]x(�)=2 (2.484)

²O���

Z! =
1q

Det(�@2� + !2)
= e�

1
2
Tr log(�@2�+!

2): (2.485)

Ï��Î�1�ª´Ù¤k�y��¦È§·��±2g��Xe/ª

Z! =
Y
!0

1p
!02 + !2

: (2.486)

¦Èª�H�!02O��þ�Ã¡8Ü§Ïd�½´uÑ�"ÏLU�Z!§·��

±��uÑ�¦Ú§Xe

Z! � e�F!=kBT = e�
1
2

P
!0

log(!02+!2): (2.487)

ù�L�ªkü:-<Ø÷¿�5�"Äk§§I���é�X�ëYªÇ�5

¦Ú�·�½Â"1�§£dimensionful ¤gCþ!2
m + !2�éê7LC¤��k

¿Â�L�ª"XJ·�^log[(!02 + !2)=!2]O�þª�éê§K�:¯KòØ�
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3"ùò�¦�5¦Ú
P

!0 log !
2 �""·�ò3e¡��ª(2.512)¥w�ù�(

´)Û�5z�~Ð�5���"

3k�§Ýe§÷XJ�m¶�±Ï>.^�¦��©�Î�@2� + !2Ì¥�ª

Ç!0´lÑ�§¿�3(2.487)ª�êþ�¦ÚC¤é¤kt�ªÇ!m = 2�kBT=�h
(m = 0;�1;�2; : : :)�¦Úµ

Z! = exp

"
�1

2

1X
m=�1

log(!2
m + !2)

#
: (2.488)

éugdUF! � (1=�) logZ!§Ïdk

F! =
1

2�
Tr log(�@2� + !2)

���
per

=
1

2�

1X
m=�1

log(!2
m + !2): (2.489)

ùp§eIperrN±Ï>.^�3��mm�(0; �h�)e"

2.15.1 ªÇ¦Ú�"§ÝO�

34�T ! 0e§(2.489)¥�¦ÚC¤��È©§gdUC�

F! � 1

2�
Tr log(�@2� + !2)

���
�1

=
�h

2

Z 1

�1

d!0

2�
log(!02 + !2); (2.490)

ùp§eI�1L²3� = �1��y¼ê�>.^���"ù�§3$§e§·
�ò�ª(2.487)��ê¥ªÇ¦ÚO��

X
!0

���!
T!0

�h�
Z 1

�1

d!0

2�
: (2.491)

ù�:´�c96�Ú^�§3� �meÄuÊK�5K^5)º´»È©�ÿ
Ý"�âù
5K��§UþÚ�m���me�NÈ�äkÿÝ

R
dt dE=h =R

dt d!=2�"XJ�È¼ê��mÃ'§�mÈ©�Ñ���NÏf§éuÚ
OåÆ�J�mm�(0; �h�)§ù�Ïf�u�h� = �h=kBT§ù�Ò)º
¦Ú
ª(2.491)�È©/ª"

(2.490)m>�È©3!0é��´uÑ�§�¡�b	uÑ£ultraviolet diver-
gence¤ (UV-uÑ)§ùJ�
b	�¹kpªÇ�¯¢"
y3é­��uy´�±|^�¡�)Û�5z£analytic regularization¤�

êÆE|òuÑÈ©(2.490)C¤k��"20 ù´Äuòéêlog(!02 + !2) U��
Xe�ê/ªµ

log(!02 + !2) = � d

d�
(!02 + !2)��

�����
�=0

: (2.492)

20G. 't Hooft and M. Veltman, Nucl. Phys. B 44 , 189 (1972). 8c§)Û�5z´3Ø»�5
�ØC5�cJe­�z�C��5�nØ����{"See also the review by G. Leibbrandt,
Rev. Mod. Phys. 74 , 843 (1975).
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�d�§·��±l¼ê��! 04�e��éê/ª

lMS(�) = �1

�
(!02 + !2)�� +

1

�
: (2.493)

�K4:�1=����¡���~Ø£minimal subtraction¤. ^eIMS5IPù
�L§§·��±�¤

lMS(�) = �1

�
(!02 + !2)��

����
MS; �!0

: (2.494)

|^úª(2.492)§gdU(2.490)�éê�,kXe/ª

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) = � d

d�

Z 1

�1

d!0

2�
(!02 + !2)��

�����
�=0

: (2.495)

y3·��a��ïák^�È©L«§´é(2.466)�V)§ù´
u�§�
£Schwinger¤"|^�¼ê�½ÂÈ©L«

Z 1

0

d�

�
��e��!

2

= !��=2�(�); (2.496)

ÏdV)ª�

a�� =
1

�(�)

Z 1

0

d�

�
� �e��a: (2.497)

Ïd·��±­#L�(2.495)§Xe

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) = � d

d�

1

�(�)

Z 1

�1

d!0

2�

Z 1

0

d�

�
� �e��(!

02+!2)

�����
�=0

: (2.498)

��� �u"§�mm�� ýé�Âñ§ù�·�Up��Ú!0�È©§��

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) = � d

d�

1

�(�)

Z 1

0

d�

�
� �
Z 1

�1

d!0

2�
e��(!

02+!2)

�����
�=0

: (2.499)

·��±|^úª(1.334)�'u!0�pdÈ©§u´��

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) = � d

d�

1

�(�)

Z 1

0

d�

�
� �

1

2
p
��
e��!

2

�����
�=0

: (2.500)

éu��§�mm��3�:´uÑ�",
§§�±dÈ©�)ÛòY5½Â§
´lýéÂñ�� > 1=2m©§�� = 0"ù�òY7L3� = 1=2�4:"3$�
´§ù«òY´²��§Ï�È©�±L«��¼ê�/ª§¿��¼ê�)Û5
�´®��|^È©úª(2.496)§·���

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) = � 1

2
p
�
!1�2� d

d�

1

�(�)
�(�� 1=2)

�����
�=0

: (2.501)
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�ª�m>7Ll� > 1=2)Û�òY�� = 0"ù�±|^�¼ê�½ÂA
5�(x) = �(1 + x)=xé{ü��¤§Ù¥d�¼ê�½ÂA5·����(�1=2) =
�2�(1=2) = �2p�§¿�1=�(�) � �=�(1+ �) � �"ÏL)Û�5z§é���ê�
Ñ$§e��f�gdUµ

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) =

Z 1

�1

d!0

2�
log(!02 + !2) = !; (2.502)

ù�§�f3"§Ýe�gdUC�

F! =
�h!

2
: (2.503)

ù�Ð�l(2.405)¥´»È©��:½Â§½öläkFp�ÿÝ(2.445)�´»
È©(3.805)¥���(J��"
k±þ��{§·�Ï~|^úª5L«3� = 0��ª(2.497)��êµ

log a = �
Z 1

0

d�

�
e��a: (2.504)

ù�|^��~Ø����(/ª´ØÓ�§�±3)Û�5z�¤±O�e¦

^"§�·^5´Äu3O���(L�ªe¿Ké1=��ªÇÈ©��U5"

1

�h�
Tr log(�@2� + !2) = �1

�

Z 1

�1

d!0

2�

�
1

�
(!02 + !2)�� � 1

�

�
�!0

: (2.505)

¯¢þ§3)Û�5ze§·��±-¤k�'uªÇ?¿g��È©�u"µZ 1

0
d!0 (!0)� = 0 for all �: (2.506)

ù�¡�%�Aù5K£Veltman's rule¤"21 §´ªÇÈ©���AÏ�4�§

´�ª(2.495)¥È©�í2µ

Z 1

�1

d!0

2�

(!02)


(!02 + !2)�
=

�(
 + 1=2)

2��(�)
(!2)
+1=2��: (2.507)

ÏLU��§��>§·���

1

�(�)

Z 1

�1

d!0

2�
(!02)


Z 1

0

d�

�
� �e��(!

02+!2): (2.508)

é!0�È©�±Xe?1µ

Z 1

�1

d!0

2�
(!02)
e��(!

02+!2) =
1

2�

Z 1

0

d!0 2

!0 2
(!02)
+1=2e��(!

02+!2) =
��
�1=2

2�
�(
 + 1=2);

(2.509)

21See the textbook H. Kleinert and V. Schulte-Frohlinde, Critical Properties of �4-Theories ,
World Scienti�c, Singapore, 2001 (http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/b8).
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�Ñ3(2.508)¥��È©

Z 1

0

d�

�
� ��
�1=2e��!

2

= (!2)
+1=2+�; (2.510)

ù���úª(2.507)"lùp34��! 0e%�Aù5K(2.506)´��ÎÜ�§
Ï�3m>1=�(�)! 0"ùL«(2.505)¥�K1=��vk?ÛK�"
|||^%�Aù5K(2.506)§'u�g�¤kÈ©Ñ�"§ù�5��Ð´3u

Ðf>�p�^k�þf|nØ�L§¥b½�"®²y²éu�?�C��.

�êO��´ék^�"21

%�Aù5K��é­��(JÒ´¦�©¼ê(2.487)ÚgdU(2.489)¥
�þj�£dimensionful¤gCþ�éê¤�k¿Â�þ"Äk§Ï
�
R
d(!0=2�) log !2 = 0§·��±3ØK��ª�cJeò(2.490)¥�éêg

CþØ±!2 §l
¦§�vkþj"3k�§Ýe§·�|^��A5§=µé

��Ø�6!m�þc�¦Ú�È©��

kBT
1X

m=�1

c =
Z 1

�1

d!m
2�

c (2.511)

�Uy²

kBT
1X

m=�1

log !2 = 0; (2.512)

ù�§��%�Aù5K���(J§·�k3¤k§Ýeé~êlog !2�t�ª

Ç¦Úª�""duù��Ï§gdU(2.489)¥�éêgCþ��±Ø±!2 §


Ø�5?ÛCz§ù��C¤
Ãþj�þ"

2.15.2 ªÇ¦Ú�k�§ÝO�

3k�§Ýe§gdU¹k�	��§T�dt�¦Ú�ªÇÈ©��|¤

�F! =
kBT

2

1X
m=�1

log

 
!2
m

!2
+ 1

!
� �h

2

Z 1

�1

d!m
2�

log

 
!2
m

!2
+ 1

!
; (2.513)

ùp·�¦^þ��!"�?Ø�Ãþj�éê"¦Úª©¤üÜ©§��´�

~¿�²wÂñ�L�ª

�1F! = kBT
1X

m=1

"
log

 
!2
m

!2
+ 1

!
� log

!2
m

!2

#
= kBT

1X
m=1

log

 
1 +

!2

!2
m

!
; (2.514)

��´uÑ�¦Ú

�2F! = kBT
1X

m=1

log
!2
m

!2
: (2.515)
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ÂñÜ©O�å5é{ü"��ª(2.406)¥¦È�éê¿�£�(2.407)§·�u
y

1Y
m=1

 
1 +

!2

!2
m

!
=

sinh(��h!=2)

��h!=2
; (2.516)

Ïd

�F1 =
1

�
log

sinh(��h!=2)

��h!=2
: (2.517)

éuuÑÜ©(2.515)·��±|^)Û�5z5O�§Xeµ·�U�

1X
m=1

log
!2
m

!2
= �

"
2
d

d�

1X
m=1

�
!m
!

���#
�!0

= �
2
42 d
d�

 
2�

��h!

!�� 1X
m=1

m��

3
5
�!0

; (2.518)

^iù�¼ê£Riemann's zeta function¤5L«ém���¦Ú

�(z) =
1X

m=1

m�z: (2.519)

ù�¦Úªéuz > 1äkéÐ�½Â§¿��±)Ûòÿ���Ez²¡"ù
�¼ê���Û:3z = 1§�Ò´3�(z) � 1=z���"3�:?§�(z)´�K
�§¿�÷v22

�(0) = �1=2; � 0(0) = �1

2
log 2�; (2.520)

ù�·��±Cq

�(z) � �1

2
(2�)z; z � 0: (2.521)

Ïd·�uy

1X
m=1

log
!2
m

!2
= �

2
42 d
d�

 
2�

��h!

!��
�(�)

3
5
�!0

=
d

d�
(��h!)�

�����
�!0

= log �h!�: (2.522)

ù�Ò(½
�ª(2.515)¥��2F!"
éÜ(2.517)§¿��k5gÈ©(2.513)��z��h!=2§Ïd§gdUk�§Ý

Ü©(2.489)C�

�F! =
1

�
log(1� e��h�!): (2.523)

éÜ"§ÝgdU(2.503)§�Ñ�ê�5z¦Úúª

F! =
1

2�
Tr log(�@2� + !2) =

1

2�

1X
m=�1

log(!2
m + !2) =

�h!

2
+

1

�
log(1� e��h!=kBT )

=
1

�
log

 
2 sinh

�h!�

2

!
; (2.524)

22I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 9.541.4.
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ù�¤k§Ýe·�5�z�gdU(2.483)´���"
5¿��ª(2.520)¥�¼ê�(0) = �1=2�5�U��2g��·��c�(

J(2.512)§Ò´��~êc�t�¦Ú�u"µ

1X
m=�1

c =
�1X

m=�1

c+ c+
1X

m=1

c = 0; (2.525)

Ï�
1X

m=1

1 =
�1X

m=�1

1 = �(0) = �1=2: (2.526)

Ò��cJ��§ù¦�·��±3�ª(2.524)�¦Úªpléê¥Ø±!2§U

�ù�¦Úª�

1

2�

1X
m=�1

log

 
!2
m

!2
+ 1

!
=

1

�

1X
m=1

log

 
!2
m

!2
+ 1

!
(2.527)

2.15.3 þfåÆ���f

ù��{�±��?1aq�þfåÆ�?Ø"lgdâf�ÞáÏ

f(2.86)m©§����

F0(�t) =
Z
D�x(t) exp

�
i

�h

Z tb

ta
dt
M

2
�x(�@2t )�x

�
=

1q
2��hi�t=M

; (2.528)

ùp�t � tb � ta [£�(2.125)]"��f�´»È©äkÞáÏf[é'(2.186)]

F!(�t) = F0(�t)

"
Det(�@2t � !2)

Det(�@2t )

#�1=2
: (2.529)

1�ª�'�äkFp�©)ª

Det(�@2t � !2)

Det(�@2t )
= exp

(
1X
n=1

h
log(�2n � !2)� log �2n

i)
; (2.530)

ùp�n = n�=�t [£�(2.110)]§¿�3�ª(2.186)¥O���

Det(�@2t � !2)

Det(�@2t )
=

sin!�t

!�t
: (2.531)

|^(2.527) Ú(2.524)�±­#��ù�(J"·�^2�tO��§¿�2g|
^�n1 = �(0) = �1=2§u´��

Det(�@2t � !2) =
1X
n=1

log(�2n + !2)
���
!!i!

=
1X
n=1

"
log

 
�2n
!2

+ 1

!
+ log !2

#
!!i!

=

"
1X
n=1

log

 
�2n
!2

+ 1

!
� 1

2
log !2

#
!!i!

= log
�
2
sin!�t

!

�
: (2.532)
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éu! = 0§ddª�±­#��úª(2.522)"òdªÚ(2.532)�\(2.530)§u´
·�­#��(J(2.531)"ù�·�uy�Ì�

(xbtbjxata) = 1q
�i=M

Det�1=2(�@2t � !2)eiAcl=�h =
1q
�i=M

r
!

2 sin!�t
eiAcl=�h; (2.533)

�(2.173)��"

2.15.4 ���©�{�éê,

gdU(2.490)¥�éê,�±©¤ü�

Tr log(�@2� + !2) = Tr log(@� + !) + Tr log(�@� + !): (2.534)

Ï�d(2.502)�þª��>�u��h!§¿�ü�È©7L�Ó§u´·���$
§e�(J

Tr log(@�+ !)=Tr log(�@�+ !)= �h�
Z 1

�1

d!

2�
log(�i!0 + !)=�h�

Z 1

�1

d!

2�
log(i!0+ !)

=
�h�!

2
: (2.535)

�Ó�(JU
l'u@�(�i!0 + !)�È©�)Ûòÿ�� = 0��
éuk��§Ý§·��±|^�ª(2.524)5��

Tr log(@�+ !)=Tr log(�@�+ !)=
1

2
Tr log(�@2� + !2)=log

 
2 sinh

��h!

2

!
; (2.536)

éuT ! 0§þª{z�(2.535)"
XJ3éê,�gCþ¥k���	�Ïfi§(J´�Ó�"�

)ù�

:§·��Ä��mÃ'ªÇ��¹§¿�3ùp%�Aù5K(2.506) w�·�
O�élog(i!0 � !) �È©½öélog(!0 � i!)È©´Ã';��"
3"§Ý���©�{(�@2� +!2)�éê,(2.502)e§·�^!0 by i!0�O!0"

,�§·�3E²¡e^��^=È©£´§��

Z 1

�1

d!0

2�
log(�!02 + !2 � i�) = !; ! � 0; (2.537)

ùp§Ã¡����5½
XÛ÷XÈ©£´3!0 = �! � i�7mÛ:"£�3.3!
¥'ui�-5½£i�-prescription¤�?Ø"È©(2.537) �±�©¤È©

Z 1

�1

d!0

2�
log[!0 � (! � i�)] = i

!

2
; ! � 0: (2.538)

Ïdúª(2.535) �±í2�?¿EªÇ! = !R + i!I§kXeµ

Z 1

�1

d!0

2�
log(!0 � i!) = ��(!R) !

2
; (2.539)
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¿� Z 1

�1

d!0

2�
log(!0 � !) = �i�(!I) !

2
; (2.540)

ùp�(x) = �(x)��(�x) = x=jxj ´�é¡�â�m�¼ê(1.311), T¼ê�Ñg
Cþ�ÎÒ"úª(2.539)Ú(2.540)´Xe�E,¦Úª3���me�4�

kBT

�h

1X
m=�1

log(!m � i!) =
kBT

�h
log

"
2�(!R) sinh

�h!

2kBT

#
; (2.541)

¿�

kBT

�h

1X
m=�1

log(!m � !) =
kBT

�h
log

"
�2i�(!I) sin �h!

2kBT

#
: (2.542)

1��L�ª3!�JÜe´±Ï5�§±Ï´2�kBT§1��3!¢Üe´±
Ï5�"�k�!�±Ï5Ü©��§1�ªâäkék¿Â���m4�"
,
§3NõA^eÞá�¹äkØÓEªÇ!�éê(2.542) Ú(2.541)�Ú§
¿��kJÜ½ö¢Ü�Ú7L�"âU��k¿Â���m4�£large-time
limit¤"3ù
�¹e§·��±|^{z�úª(2.539) Ú(2.540)"·�ò
318.9.2!��­��~f"
33.3.2�!p§úª(2.536)òí2�äk?¿����mk'�ªÇ
(�)��

¹§ùpk[�(3.133)]

Tr log [�@� + 
(�)] = log

(
2 sinh

"
1

2

Z �h�

0
d� 00
(� 00)

#)

=
1

2

Z �h�

0
d� 00
(� 00) + log

�
1� e�

R �h�

0
d� 00 
(� 00)

�
: (2.543)

2.15.5 ��éê,�FÝÐmª

úª(2.543)�±^5O�äk?¿ªÇ����©�§�éê,§�����
²;Ðmª"·�Ú\ÊK�~ê�hÚ³w(�) � �h
(�)§¿��3(2.534)¥�@�
©)¤Ïfµ

Det
h
��h2@2� + w2(�)

i
= Det [��h@� � �w(�)]� Det [�h@� � �w(�)] ; (2.544)

ùp§¼ê �w(�)÷vpk0�©�§£Riccati di�erential equation¤: 23

�h@� �w(�) + �w2(�) = w2(�): (2.545)

¦)ù��§§·�l(2.543)��éê,µ

Tr log
h
��h2@2� + w2(�)

i
= log

(
4 sinh2

"
1

2�h

Z �h�

0
d� 0 �w(� 0)

#)
: (2.546)

23£�kp0�©�§y0 = f(�)y + g(�)y2 + h(y) ���/ª§´Ëã|�©�§y0 = f(�)y +
g(�)yn3n = 2���àg/ª"
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Tª��ê�Ñ�¼1�ª"éu~ê �w(�) = !§ù�±Ï>.>.^�
eGelfand-Yaglom¼ê�(J(2.431)��"
ù���5Ø´|Ü"XJ·���XÛ¦)���©�§(2.431)§ÒUé

�?Ûpk0�©�§�)"|^(2.431)p�Gelfand-Yaglom>.^�§·�u
yDren(�)¿�dd���¼1�ª2[ _Dren(�h�)� 1]"é'(2.546)L²pk0�©�
§(2.545)�)d±e�Ñ

�w(�) = 2�h@� arsinh
q
[ _Dren(�)� 1]=2: (2.547)

éu��f§k _Dren(�)�u(2.435)§l
��~ê �w(�) = �h!"
XJ·�ØU¦)���©�§(2.431)§pk0�§(2.545)�)E�±±�h�

g?ê�/ª�Ñµ

�w(�) =
1X
n=0

�wn(�)�h
n; (2.548)

Tª�·�Jø
�«�¡�éê,FÝÐmª£gradient expansion¤ �/ª"
�$�Xê¼ê �w0(�)w,�uw(�)"p��Å48'X

�wn(�) = � 1

2w(�)

 
_�wn�1(�) +

n�1X
k=1

�wn�k(�) �wk(�)

!
; n � 1: (2.549)

éun = 0; 1; 2; 3§·�)�(p
v(�);� v0(�)

4 v(�)
; � 5 v0(�)

2

32 v(�)
5=2

+
v00(�)

8 v(�)
3=2

; � 15 v0(�)
3

64 v(�)
4 +

9 v0(�) v00(�)

32 v(�)
3 � v(3)(�)

16 v(�)
2 ;

� 1105 v0(�)
4

2048 v(�)
11=2

+
221 v0(�)

2
v00(�)

256 v(�)
9=2

� 19 v00(�)
2

128 v(�)
7=2

� 7 v0(�) v(3)(�)

32 v(�)
7=2

+
v(4)(�)

32 v(�)
5=2

)
;(2.550)

ùpv(�) � w2(�)"�,§?ê�±Ðm�?��"

2.15.6 éóC�Ú$§Ðmª

�3,�«�{5O�gdU(2.489)�k�§ÝÜ©§k7�3d�ÑT
�{§Ï�3ÚOåÆpd�{k2,�A^5"�d§·�±Xe/ªU

�(2.513)

�F! =
kBT

2

 
1X

m=�1

� �h

kBT

Z 1

�1

d!m
2�

!
log(!2

m + !2): (2.551)

òÈ©CþC¤m§u´C¤

�F! =
kBT

2

 
1X

m=�1

�
Z 1

�1
dm

!
log

2
4 2�kBT

�h

!2

m2 + !2

3
5 : (2.552)

3)Û�5ze§|^úª(2.504)ù�úª�±U��

�F! = �kBT
2

Z 1

0

d�

�

 
1X

m=�1

�
Z 1

�1
dm

!
e��[(2�kBT=�h)

2m2+!2]: (2.553)
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éóC�Ò´|^Ñtúª(1.205)§ét�ªÇ¦Ú§3ùpÒ´��
R
d�È©

\þ���	�é�ên�¦Ú"ù¦�(2.553) C�(^�5L«§Ý)§

�F! = � 1

2�

Z 1

0

d�

�

Z 1

�1
d�

 
1X

n=�1

e2��ni � 1

!
e��[(2�=�h�)

2�2+!2]: (2.554)

�)Ò�¹¦Úª2
P1

n=1 e
2��ni
"�¤�ê�²�O��

2��ni� �

 
2�

�h�

!2

�2 = ��
 
2�

�h�

!2 "
�� i

n�h2�2

4��

#2
� 1

4�
(�h�n)2 ; (2.555)

�±?1é��È©§(J´

�F! = � �h

2
p
�

Z 1

0

d�

�
��1=2

1X
n=1

e�(n�h�)
2=4���!2 : (2.556)

y3·��±|^È©úª['�(1.343)]24

Z 1

0

d�

�
� �e�a

2=��b2� = 2
�
a

b

��
K�(2ab); K�(2ab) = K��(2ab); (2.557)

l
��'u?���l�¼ê�¦Úª

�F! = � �h!

2
p
�

1X
n=1

2 (n��h!)�1=2
p
2K1=2(n��h!): (2.558)

�k1=2�I�?���l�¼êAO{üµ

K1=2(z) =

r
�

2z
e�z: (2.559)

�\(2.558)¥§¦Úª´��{ü�AÛª§�±Xe?nµ

�F! = � 1

�

X
n=1

1

n
e���h!n =

1

�
log

�
1� e���h!

�
; (2.560)

�±c�(J(2.523)��"
éóC���^�±^,�«�ª5L�"§r(2.514)¥ét�ªÇ!m�¦

Úµ

S(��h!) = kBT
1X

m=1

log

 
1 +

!2

!2
m

!
(2.561)

=z�é��fþfên�¦Úµ

S(��h!) =
��h!

2
� log ��h! �

1X
n=1

1

n
e�n��h!: (2.562)

24I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formulas 3.471.9 and 8.486.16.
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3p§e§¦Úª(2.561)×�Âñ§ùp�±±!2��gÐmµ

S(��h!) = �
1X
k=1

(�1)k
k

 
1X

m=1

1

m2k

!24 ��h!
2�

!2
3
5
k

: (2.563)

ÐmªXê�u�ª3óêgCþz = 2ke(2.519)¥�iù�¼ê�(z) §u´·�
�±��

S(��h!) = �
1X

m=1

(�1)k
k

�(2k)

 
��h!

2�

!2k

: (2.564)

3óê��gCþe§�¼ê��Ëã|êk'25

�(2n) =
(2�)2n

2(2n)!
jB2nj: (2.565)

Ëã|êd±eÐmª5½Â

t

et � 1
=

1X
n=0

Bn
tn

n!
: (2.566)

�$��"Ëã|ê´B0 = 1; B1 = �1=2; B2 = 1=2; B4 = �1=30; : : : "Ëã|
ê�û½K�ÛêgCþ��¼ê�µ

�(1� 2n) = �B2n

2n
; (2.567)

ù´±eù���ð�ª�(J26

�(z) = 2z�z�1 sin(�z=2)�(1� z)�(1� z) = 2z�1�z�(1� z)=�(z) cos
z�

2
: (2.568)

ùp·��ÑI���(z);.�27

�(2) =
�2

6
; �(4) =

�4

90
; �(5) =

�6

945
; : : : ; �(1) = 1: (2.569)

�'t�ªÇ¦Úª(2.561) Ú§�Ðmª(2.564)§(2.562)¥éþfên�é
óC�¦Ú3$§e×�Âñ"$§e??Âñ§�3��p�§Ýe§´é

êuÑ�"°(�Cz/ªdXeO��Ñµéu��T§�3���êN§
�1=��h!'å5E´��õ§l
¦�e���h!N�Cu1. ù�·�ò¦Ú©¤Xe
/ª

1X
n=1

1

n
e�n��h! �

N�1X
n=1

1

n
+

1X
n=N

1

n
e�n��h!: (2.570)

25ibid., Formulas 9.542 and 9.535.
26ibid., Formula 9.535.2.
27Ù¦�²~I���´�(0) = �1=2; � 0(0) = � log(2�)=2; �(�2n) = 0; �(3) �

1:202057; �(5) � 1:036928; : : : .
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ÏN´��ê§1���±Cq¤��È©

Z 1

N

dn

n
e�n��h! =

Z 1

N��h!

dx

x
e�x;

ù´�ª(2.468)����êÈ©E1(N��h!)§äk�ª(2.469)��gCþÐm
ª�
 � log(N��h!)"
OOO�(2.570)¥�1��¦Úª�±|^V�¼ê

 (z) � �0(z)

�(z)
: (2.571)

k��Ðmª28

 (z) = �
 �
1X
n=0

�
1

n+ z
� 1

n+ 1

�
; (2.572)

éu�êgCþ�±{z�

 (N) = �
 +
N�1X
n=1

1

n
; (2.573)

¿�éu��z§kÐmª

 (z) � log z � 1

2z
�

1X
n=1

B2n

2nz2n
: (2.574)

�(2.469)éÜ§�KN�éê§·���(2.570)¥¦Ú3�Te�Cz

1X
n=1

1

n
e�n��h! �

T!1
� log ��h! +O(�): (2.575)

ù�K(2.562)¥�éê"
$§?ê(2.562)�±^5L²)Û�5z��g"bX·��lp¡J�Ñ

�T�Ly£large-T behavior¤§ùp§¦Úª

g(��h!) �
1X
n=1

1

n
e�n��h! (2.576)

�úÂñ"·��±!��gÐm¦Úª¥��ê§�´ù��én���g¦
Ú"|^)Ûòÿ5¦�ù
¦Úk¿Â´k�U�"�d§·�Ú\(2.576)�
í2ªµ

��(e
��h!) �

1X
n=1

1

n�
e�n��h!; (2.577)

28I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formula 1.362.1.
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éu� = 1§Tª{z�g(��h!)"þ¡�¦Úª�±©¤üÜ©§�Ü©´'
un�È©§,�Ü©´¦Ú�È©��µ

��(e
��h!) =

Z 1

0
dn

1

n�
e�n��h! +

 
1X
n=1

�
Z 1

0

!
1

n�
e�n��h!: (2.578)

éu� < 1È©´Âñ�§¿�ÏLÈ©úª(2.496)�Ñ�(1 � �) (��h!)�"éuÙ
§��§��)Ûòÿ5½Â"�{Ü©·�ò±!��gÐm§�Ñ

��(e
��h!)=

Z 1

0
dn

1

n�
e�n��h! +

 
1X
n=1

�
Z 1

0

!
1

n�
+

1X
k=1

" 
1X
n=1

�
Z 1

0

!
nk��

#
(�1)k
k!

(��h!)k:

(2.579)
1��Ò´{ü�iù�¼ê�(�) [£�(2.519)]"du%�Aù5K(2.506)�	�
È©�"§Ïd��±^±e�/ª5½Â�¼ê 

1X
n=1

�
Z 1

0

!
1

�k
= �(�); (2.580)

XJù�úª^u(2.579)¥�����§·�Ò���¡�ÛUÖÐmª
£Robinson expansion¤29�/ª

��(e
��h!) = �(1� �)(��h!)��1 + �(�) +

1X
k=1

1

k!
(���h!)k�(� � k): (2.581)

ù�Ðmª±�ò3ÅÚ-OÏd"và£Bose-Einstein condensation¤�?Ø¥
u�­��^[��ª(7.38)]"
éuØÓ�A^§�Ñ9Ïúª�´ék^� 

1X
n=1

�
Z 1

0

!
en��h!

n�
=

1X
k=1

1

k!
(���h!)k�(� � k) � ���(e

��h!); (2.582)

Ï�3¦Ú~È©¥§1��ÛUÖ�Ø�3§Ïd(J�±ÏL�êen��h!��
VÐmÚ¦Úúª(2.580)5��"
l(2.581)¥·��±ÏL4�� ! 15J����¦Úª(2.576)"34�N

C§�¼êk��4:�(1� �) = 1=(1� �)� 
 +O(� � 1)"dð�ª

2z�(1� z)�(1� z) sin
�z

2
= �1�z�(z) (2.583)

Ú(2.520)§·��Ñ�(�) 3� = 1NC�Cz1�Xe

�(�) =
1

� � 1
+ 
 +O(� � 1) = ��(1� �) +O(� � 1): (2.584)

Ïd§(2.581)¥�cü�Hence the �rst two terms in (2.581)éÜ�Ñéu� ! 1�
�k�(Jlim�!1 �(1 � �) [(��h!)��1 � 1]=� log ��h!"�e��34�e�¹�

29J.E. Robinson, Phys. Rev. 83 , 678 (1951).
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�k�(0) = �1=2; �(�1); �(�2);��"ùp§·�|^�¼ê3óêKgCþe�
"�5�§¿�dð�ª(2.583)�Ñ�5�§=3?¿KgCþe�¼ê��g
Cþe�¼ê�éX"ùL«34�� ! 1e§éu(2.581)¥k = 1; 2; 3; : : : �Ð
mªXê§kµ

�(�2p) = 0; �(1� 2p) =
1

p
(�1)p (2p)!

(2�)2p
�(2p); p = 1; 2; 3; : : : : (2.585)

Ïd§éuÐmª(2.581)§·���34�� ! 1e§kµ

g(��h!) = �1(e
��h!) = � log ��h! +

��h!

2
+

1X
k=1

�(2k)
(�1)k
k!

(��h!)2k : (2.586)

y3·�òdª�\�ª(2.562)§u´·�2g���c'uS(��h!)�Ðm
ª(2.564)§�cTª´ÏL·��éóC����"
XJ#P©mª(2.578)§=ò¦Úª©¤��È©\þ��¦Ú~È©�/

ª§¿�#P�5z§·�ïÄò¬Ñ�o�§ù´ék¿g�"�d§·�2

±!��gÐm(2.576)"ù�·���3� = 1���5Ðmª

�1(e
��h!) =

1X
p=0

 
1X
n=1

np�1
!
(�1)p
p!

(��h!)p = ��(1) +
1X
p=1

�(1� p)
(�1)p
p!

(��h!)p ;

(2.587)

Ù¥�¹Ã¡þ�(1)"dd·�^� log ��h!O�Ã¡þ�(1)§K����((
J(2.586)§ùp§�±òù«O�w�é�reg(1)��5zµ

�(1)! �reg(1) = � log ��h!: (2.588)

±þÛUÖÐmª�í��±ÏLXe�éó/ª5Ö¿"|^Ñtú

ª(1.197)§·�ò¦Úª(2.577)U��én�È©Úé�êm�9Ï¦Ú, ù�
��±?1én�È©§�Ñ

��(e
��h!) �

1X
m=�1

Z 1

0
dn e(2�im+��h!)n 1

n�
= �(1� �)(���h!)��1

+ �(1� �) 2Re
1X

m=1

(���h! � 2�im)��1 : (2.589)

¦Úª�±2g±! ��gÐm

2Re
1X

m=1

(�2�im)��1
 
1 +

��h!

2�im

!��1

= 2
1X
k=0

�
� � 1

k

�
cos[(1� � � k)�=2] (2�)��1�k�(1� � + k) (��h!)k :(2.590)

|^'u�¼ê�'Xª(2.583)§�±wÑÐmª2.589)�(2.577)��"
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5¿�Note that the representation (2.589) of ��(e
��h!) �L�ª´'ut�ª

Ç!m = 2�m=����¦Úª[£��ª(2.379)]µ

��(e
��h!) �

1X
m=�1

Z 1

0
dn e(i!m+�h!)�n 1

n�

= �(1� �)(���h!)��1
"
1 + 2Re

1X
m=1

(1 + i!m=�h!)
��1

#
: (2.591)


u�ª(2.578)énÈ©�1���"t�ªÇ�éX"ù���LÐmª�p
§½²;4�"�{��¹é¤k�"t�ªÇ�¦Ú§´þfÞá��A"

$§Ðmª(2.562)¥�cü���±d¦Úª(2.561)��§Ù¥�^�î.-
ð�N�úª£Euler-Maclaurin formula¤§30 Túª´'u��¼êF (t)�lÑ
:t = a+ (k + �)��¦Úª§´lk = 0 �K � (b� a)=��µ

KX
k=0

F (a+ k�) =
1

�

Z b

a
dt F (t) +

1

2
[F (a) + F (b)]

+
1X
p=1

�2p�1

(2p)!
B2p

h
F (2p�1)(b)� F (2p�1)(a)

i
; (2.592)

½ö§ét = a+ (k + �)�����k

K�1X
k=0

F (a+ (k + �)�)=
1

�

Z b

a
dt F (t) +

1X
p=1

�p�1

p!
Bp(�)

h
F (p�1)(b)� F (p�1)(a)

i
;

(2.593)
ùp§Bn(�)´dÐmª(2.566)���8B5½Â�Ëã|¼êµ

te�t

et � 1
=

1X
n=0

Bn(�)
tn

n!
: (2.594)

3� = 0?§Ëã|¼ê±Ëã|êm©µBn(0) = Bn"¼êB0(�)??�u1"
úª(2.595)�,�«�{�

K�1X
k=0

F (a+ (k + �)�) =
1

�

Z b

a
dt

2
41 + 1X

p=0

�p

p!
Bp(�)@

p
t

3
5F (t): (2.595)

ùL«é��¼ê�lÑ��¦Úª�±^'uT¼êFÝÐmª�È©5�

O"

|^1�î.-ð�N�úª(2.592)§¿�ka = !2
1§b = !2

M§� = !1§·�
��

MX
m=0

h
log(!2

m + !2)� log(!2
m)
i
=
�
�
!

!1
+
!m
!1

h
log(!2

m + !2)�2
i�����m=M

m=1

�
(
! = 0

)�����
m=M

m=1

+
1

2

n
log(!2

1 + !2) + log(!2
M + !2)

o
�
n
! = 0

o
: (2.596)

30M. Abramowitz and I. Stegun, op. cit., Formulas 23.1.30 and 23.1.32.
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éu��§ÝT§m>+Þ�ü��

�
!

!1
� 1

2
log

!2

!2
1

; (2.597)

ù�$§?ê(2.562)¥�cü���"·�5¿�Ï�î.-ð�N�úªØU
±T��gÐm§¤±ØUdTúª­#��(2.562)¥���ê�"

p§Ðmª�$§Ðmª�C�3ÚOåÆ�.p´�«©Û�C�­�ó

ä"31

2.16 9åÆþ�k�N1�£�nite-N Behavior¤

îAp�´»È©¥�9åÆÞáÏ~3O�Å�[e�Ñ§¿�I�|^��©��m

¶"ù�§��9åÆþ±Û«�ªÂñuëY4�´é­��"d(2.482)§·��±O�éu
k��N�SUEÚ½N'9C"|^(2.482)§·�k

@(�~!e)

@�
=

!

cosh(�~!e=2)
;

@(�~!e)

@�
=

2

�
tanh(�~!e=2); (2.598)

¿���SU

E =
@

@�
(�F ) =

�h

2
coth(��h~!e=2)

@(�~!e)

@�

=
�h!

2

coth(��h~!e=2)

cosh(�~!e=2)
: (2.599)

½N'9�

1

kB
C = ��2 @2

@�2
(�F ) = ��2 @

@�
E (2.600)

=
1

4
�2�h2!2

�
1

sinh2(��h~!e=2)
+ coth(��h~!e=2) tanh(�~!e=2)

�

�h�

�
1

cosh2(�~!e=2)
:

|^g,ü ��h = 1; kB = 1§Fig. 2.5w«Ñ3ØÓNe�ãL'X" 3p§e§F;E, ÚCØ
�6Nµ

F ! 1

�
log �; (2.601)

E ! 1

�
= T; (2.602)

C ! 1: (2.603)

ù
4�´Ú�-]0½n£Dulong-Petit law¤���Lyµ�fk��ÄUgdÝÚ��³
UgdÝ§z��gdÝ��SUT=2Ú'91=2"��¡§3$§eEÚCr���6N(5¿
�Ï�3T = 0�FÚEØÓ§�:Cq��3ëY4�eØ�")"ù�§ÂñN ! 1´pÝ
Øþ!�"3��4��§éuT ! 0'9�êª×��ªu"§XÓe�!=T"!�¡�¹zU

31See H. Kleinert, Gauge Fields in Condensed Matter , Vol. I Super
ow and Vortex Lines, World
Scienti�c, Singapore, 1989, pp. 1{742 (http://www.physik.fu-berlin.de/~kleinert/b1).
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Figure 2.4 éu�m©�¡�ØÓê8N +1§SUEÚ½N'9C¥�k��:�A´§Ý�

¼ê"5¿�Øþ!´�§3T´�¥§34�N !1 e§kªCC / e�!=T��ê�T1�"

£activation energy¤"32§´��fÄ�Ú1�-u��Uþ�",��¡§éu���´k�

�N'93T = 0�k���N + 1"ù´duéu��k��NÚT ! 0(ùp�C�)§~!e�Cz

Xe

~!e ! 1

�
log(�2!2);

cosh(�~!e=2) ! �!=2: (2.604)

Ïd

E
T!0���! 1

�
coth[(N + 1) log(�!)]

T!0���! 0; (2.605)

C
T!0���! N + 1: (2.606)

'uN ! 14��Øþ!�C£nonuniform approach¤��Ï´w,�µXJ·�±���gÐ
m(2.482)§uy

~!e = !

�
1� 1

24
�2!2 + : : :

�
: (2.607)

3k��NeªC$§T�§?�´����§Ò�ÏL�e(2.607)w��@�§Ù¥� =
�h�=(N + 1)§k

~!e = !

�
1� 1

24

�h2!2

k2bT
2(N + 1)2

+ : : :

�
: (2.608)

5¿�(2.607)Ø¹k£order¤��?�"ùL«éu�½§ÝT34�N !1; �! 0e§¤±

9åÆþ�Âñ5´��×��| 31=N���e�'·�åÐýO��¯[Trotterúª(2.26)�

Ð«
1=N2�Cz]"

325¿�3D��N¥§�:�Ä�±w�´��f�¤���Xn§Ù¥ù
��f
�ªÇ!���´l"��~ªÇ£Debye frequency¤"ÈKéA�äk·���Ý�'
9§

R
d!!D�1e�!=kBT§l
�Ñ$§eÍ¶��ê½ÆC / TD

"
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2.17 gdeáâf��müz�Ì

3/¥L¡���âf¤äk�Úå³�

V (x) = V0 +M g � x; (2.609)

ùp�g´/¥�\�Ý¥þ§��/¡§V0´��~ê"$Ä�§´

�x = �g; (2.610)

¦)��

x = xa + va(t� ta) +
g

2
(t� ta)

2; (2.611)

äkÐ�Ý

va =
xb � xa

tb � ta
� g

2
(tb � ta): (2.612)

���^þ¥

A =
Z tb

ta
dt
�
M

2
_x2 � V0 � g � x

�
; (2.613)

·���²;�^þ

Acl = �V0(tb� ta)+M

2

(xb � xa)
2

tb � ta
� 1

2
(tb� ta)g � (xb+xa)� 1

24
(tb� ta)3g2: (2.614)

Ï�(2.613)�²�Ü©Úgdâf��ÓÞáÏf��Ó[�(2.125)]§u´·��
��müz�Ì

(xbtbjxata) = 1q
2�i�h!(tb � ta)=M

3 e
� i

�h
V0(tb�ta)

� exp

(
iM

2�h

"
(xb � xa)

2

tb � ta
� (tb � ta)g � (xb + xa)� 1

12
(tb � ta)

3g2
#)

: (2.615)

³(2.609)�±w�´�³���4�

V (x) = V0 +
M

2
!2(x� x0)

2 (2.616)

éu

! ! 0; x0 = �g=!2 ! �1 � ĝ; V0 = �Mx20=2 = �Mg2=2!4 ! �1; (2.617)

�±

g = �M!2x0; (2.618)

Ú

v0 = V0 +
M

2
!2x20 (2.619)
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ØC"XJ·�3�Ì(2.175)æ^ù�4�§�±��(2.615)"
Å¼ê�±ÏL3��fÅ¼êþ�4�5��"3��e§·�-n =

E=!§uyÌL«(2.292)ªu

(xbtbjxata) =
Z
dEAE(xb)A

�
E(xa)e

�iE(tb�ta)=�h; (2.620)

äkÅ¼ê

AE(x) =
1p
l"
Ai
�
x

l
� E

"

�
: (2.621)

ùp" � (�h2g2M=2)1=3 Úl � (�h2=2M 2g)1=3 = "=Mg©O´UþÚ�Ý�g,ü
 §Ai(z)´÷vXe�©�§�Mp¼ê£Airy function¤

Ai00(z) = zAi(z); (2.622)

éu�z§Mp¼ê�±±?���l�¼êI�(�)ÚK�(�)5L«µ
33

Ai(z) =

p
z

2
[I�1=3(2z

3=2=3)� I1=3(2z
3=2=3)] =

1

�

r
z

3
K1=3

�
2z3=2=3

�
: (2.623)

éu��z§Tª�êP~µ

Ai(z)! 1

2
p
�z1=4

e�2z
3=2=3; z !1: (2.624)

éu�z§)Ûòÿ34

I�(�) = e���i=2J(e�i=2�); � � < arg� � �=2;

I�(�) = e���i=2J(e�i=2�); �=2 < arg� � �; (2.625)

�Ñ

Ai(z) =
1

3

p
z
h
J�1=3(2(�z)3=2=3) + J1=3(2(�z)3=2=3)

i
; (2.626)

ùp§J1=3(�)´����l�¼ê"éu��gCþ§ù
¼ê�XeCÄ

J�(�)!
s

2

��
cos(� � ��=2� �=4) +O(��1); (2.627)

dd§·���Mp¼ê�CÄÜ©£oscillating part¤

Ai(z)! 1p
�z1=4

sin
h
2(�z)3=2=3 + �=4

i
; z ! �1: (2.628)

Mp¼êäk{ü�Fp�L«

Ai(x) =
Z 1

�1

dk

2�
ei(xk+k

3=3): (2.629)

33A compact description of the properties of Bessel functions is found in M. Abramowitz and I.
Stegun, op. cit., Chapter 10. The Airy function is expressed in Formulas 10.4.14.

34I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, op. cit., Formulas 8.406.
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¯¢þ§UþE�Äþ�mÅ¼ê´

hpjEi =
s
l

"
e�i(pE�p

3=6M)l="�h (2.630)

÷v��'XÚ��5'X

Z dp

2��h
hE 0jpihpjEi = �(E 0 � E);

Z
dE hp0jEihEjpi = 2��h�(p0 � p): (2.631)

du(2.629)§(2.630)�Fp�C��u(2.621)"

2.18 ^|¥��>âf

·�®²Æ¬XÛ¦)�f�´»È©§y3·�O�ïÄ�«�\E,

�äkÔn­�5�{�XÚµ^|¥����>âf"ù�¯KÄkdK�

£L.D. Landau¤31930�3Å½�nØe)û"35

2.18.1 �^þ

��>þ�e�âfäk^�p�^þ�

Amag =
e

c

Z tb

ta
dt _x(t) �A(x(t)); (2.632)

ùpA(x)´^|�¥³"o�^þ´

A[x] =
Z tb

ta
dt
�
M

2
_x2(t) +

e

c
_x(t) �A(x(t))

�
: (2.633)

y3b½âf3þ!^|B¥÷Xz��$Ä"ù��|�±d¥³5£ã

A(x) = (0; Bx; 0): (2.634)

�´�kÙ¦��U5"^|

B(x) =r�A(x) (2.635)

�^�p�^þ(2.632)35�C�e´ØC�

A(x)! A(x) +r�(x); (2.636)

ùp§�(x)´x�?¿ü�¼ê"î�¿Âþ§§�÷v��]�È©5^�
£Schwarz integrability condition¤['�(1.40){(1.41)]

(@i@j � @j@i)�(x) = 0: (2.637)

35L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics , Pergamon, London, 1965.
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~X§¶é¡¥³

~A(x) =
1

2
B� x (2.638)

�½�Ó�^|¶§ØÓu(2.634)§Ï�k5�C�

~A(x) = A(x) +r�(x); (2.639)

5�¼ê

�(x) = �1

2
B xy: (2.640)

3�K/ªe§�^þ�

A[p;x] =
Z tb

ta
dt

(
p � _x� 1

2M

�
p� e

c
A(x)

�2)
: (2.641)

ù�§dXe��¡�ÄþCþ���~Ø£minimal substitution¤§l
¦�
:âf�^�p�^þ�¹u´»È©¥µ

p���! P � p� e

c
A(x): (2.642)

éu¥³(2.634)§�^þ(2.641)C�

A[p;x] =
Z tb

ta
dt [p � _x�H(p;x)] ; (2.643)

äkM�îþ

H(p;x) =
p2

2M
+

1

8
M!2

Lx
2 � 1

2
!Llz(p;x); (2.644)

ùp§x = (x; y)§p = (px; py) ¿�

lz(p;x) = (x� p)z = xpy � ypx (2.645)

´;��Äþ�z©þ"3Å½��§p§H(p;x)¥�����3�þ´é�
�§¿�äk�7z¶�A½��Äþ"·�®²Ú\�|k'�ªÇ

!L =
e

Mc
B; (2.646)

¡Ù�K�ªÇ£Landau frequency¤ ½ö£^ªÇ£cyclotron frequency¤"�
�±^�¹Å�^f£Bohr magneton¤�/ª�Ñ

�B � �he

Mc
; (2.647)

k

!L = �BB=�h: (2.648)
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(2.644)�cü�£ã
xy²¡e���f§¿�äk�|�'�^ªÇ
£magnetic frequency¤

!B � !L
2
: (2.649)

5¿�3IO5�(2.634)¥§M�îþäkXe�^=ØC/ª

H(p;x) =
p2

2M
+

1

2
M!2

Lx
2 � !Lxpy (2.650)


Ø´2.644)§þªL²3x��þ´ªÇ�!L��Ä§y��þ´gd$Ä"

���K�^þ(2.641)��m©�/ª�

AN
e =

N+1X
n=1

�
pn(xn � xn�1)� 1

2M

h
p2xn + (py n � Bxn)

2 + p2zn
i�
; (2.651)

'uâflxa$Ä�xb��müz�Ì�

(xbtbjxata) =
NY
n=1

�Z
d3xn

� N+1Y
n=1

"Z d3pn
(2��h)3

#
exp

�
i

�h
AN

e

�
; (2.652)

Ù¥§�m©��^þ�

AN =
N+1X
n=1

�
pn(xn � xn�1)� 1

2M

h
p2xn + (py n � Bxn)

2 + p2zn
i�
: (2.653)

2.18.2 5�5�

5¿��müz�ÌØ´5�ØC�"XJ·�3Ù¦�5�e|^¥³

A0(x) = A(x) +r�(x); (2.654)

�^þÏL��L¡�u)UC

�A =
e

c

Z tb

ta
dt _x �r�(x) =

e

c
[�(xb)� �(xa)]: (2.655)

Ïd§3�Ì�üàÑ¦þ���Ïf

(xbtbjxata)A ! (xbtbjxata)A0 = eie�(xb)=c�h(xbtbjxata)Ae�ie�(xa)=c�h: (2.656)

éuwÍ�âf©Ù§ (x tbjx ta), w,�Ïf´Ø�Z�"�´§XJXÚ�¤
kÙ¦�*ÿþéAX5�ØC��Î§@où
þ�7L´�� �(x)Ã'"
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2.18.3 �m©�´»È©

Ï��^þAN�31��
PN+1

n=1 ipnxn¥¹kCþynÚzn§¤k·��±
éyn; zn ?1È©§u´����3Äþpn�y©þÚz©þe�N �¼ê¦È
ª"XJ^p05L«p3yz²¡þ�ÝK§K¦Èª�

(2��h)2�(2)
�
p0N+1 � p0N

�
� � � (2��h)2�(2) (p02 � p01) : (2.657)

ù#Né?¿�py n; pz n�È©§�´ØUéo�py; pz?1È©"Ïd§´»È
©{z�

(xbtbjxata) =
Z 1

�1

dpydpz
(2��h)2

NY
n=1

�Z 1

�1
dxn

� N+1Y
n=1

"Z dpxn
2��h

#
(2.658)

� exp

(
i

�h

"
py(yb � ya) + pz(zb � za)� (tb � ta)

p2z
2M

#)
exp

�
i

�h
AN
x

�
;

ùp§AN
x´�m©��^þ§§��)é´»�x©þx(t)�È©���´»È

©§Ù/ª�

AN
x =

N+1X
n=1

h
pxn(xn � xn�1)� p2xn

2M
� 1

2M

�
py � e

c
Bxn

�2 i
: (2.659)

ù´����f��^þ§äk�|k'�ªÇ!B§¿��Ä¥%�6upy§·
��ÑÙ �

x0 = py=M!L: (2.660)

'ux(t)�´»È©´{��§¿�l(2.173)��µ

(xbtbjxata)x0 =
s

M!L
2�i�h sin!L(tb � ta)

� exp
�
i

�h

M!L
2 sin!L(tb � ta)

nh
(xb � x0)

2 + (xa � x0)
2
i
cos!L(tb � ta)

� 2(xb � x0)(xa � x0)g
�
: (2.661)

3(2.658)¥�pz�È©§Ïd·���úª

(xbtbjxata) = 1q
2�i�h(tb � ta)=M

e
iM
2�h

(zb�za)
2

tb�ta (x?b tbjx?a ta); (2.662)

¿�k§��u^|��Ì�

(x?b tbjx?a ta) �
M!L
2��h

Z 1

�1
dx0 e

iM!Lx0(yb�ya)=�h(xbtbjxata)x0 : (2.663)
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ÏLO�x0e�²���§(2.663)po��ê��

iM!L
2�h

"
�(x2b + x2a) tan[!L(tb � ta)=2] + (xb � xa)

2 1

sin!L(tb � ta)

#

�iM!L
�h

tan[!L(tb � ta)=2]

 
x0 � xb + xa

2
� yb � ya

2 tan[!L(tb � ta)=2]

!2

+i
M!L
2�h

"
(xb + xa)

2

2
tan[!L(tb � ta)=2] +

(yb � ya)
2

2 tan[!L(tb � ta)=2]

#

+i
M!L
2�h

(xb + xa)(yb � ya): (2.664)

È©M!L
R1
�1 dx0=2��hØ�1��§�)��Ïf

M!L
2��h

s
��h

iM!L tan[!L(tb � ta)=2]
: (2.665)

­#ü��e��§·����Ì�

(xbtbjxata) =
s

M

2�i�h(tb � ta)

3
!L(tb � ta)=2

sin[!L(tb � ta)=2]
exp

�
i

�h
(Acl +Asf)

�
;

(2.666)

äk�^þ

Acl =
M

2

�
(zb � za)

2

tb � ta
+
!L
2

cot[!L(tb � ta)=2]
h
(xb � xa)

2 + (yb � ya)
2
i

+ !L(xayb � xbya)
�

(2.667)

¿�L¡��

Asf =
M!L
2

(xbyb � xaya) =
e

2c
B xy

���b
a
: (2.668)

2.18.4 ²;�^þ

Ï��^þ´{��§¤k�Ìk´��� eiAclÚÞáÏf�¦È"

�(2.639)Ú(2.656)�'�L²XJ3¶é¡5�(2.638)e|^¥³5O��
Ì(xbtbjxata) ~A �{§L¡�òØ¬Ñy"ù�§3d5�e§Acl7L�u²

;�^þ"��Ü©�±U��

A?cl =
Z tb

ta
dt

(
M

2

d

dt
(x _x+ y _y) +

M

2
[x(��x+ !L _y) + y(��y � !L _x)]

)
: (2.669)

$Ä�§

�x = !L _y; �y = �!L _x; (2.670)
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ò²;;���^þ{z�

A?cl =
M

2
(x _x+ y _y)

���tb
ta
=
M

2
([xb _xb � xa _xa] + [yb _yb � ya _ya]) : (2.671)

;�éN´�(½e5"ò(2.670)¥�ü��§�\*d�§·�uy _xÚ _y��
pÕá��Äµ

_�x+ !2
L _x = 0; _�y + !2

L _y = 0: (2.672)

ùü��§���)´

x =
1

sin!L(tb � ta)
[(xb � x0) sin!L(t� ta) � (xa � x0) sin!L(t� tb) ] + x0; (2.673)

y =
1

sin!L(tb � ta)
[(yb � y0) sin!L(t� ta) � (ya � y0) sin!L(t� tb) ] + y0; (2.674)

ù p · � ® ² \ þ > . ^ �x(ta;b) = xa;b; y(ta;b)
= ya;b"ÏL÷v(2.670)��¦5(½~êx0; y0"�Ñ

x0 =
1

2

�
(xb + xa) + (yb � ya) cot

!L
2
(tb � ta)

�
; (2.675)

y0 =
1

2

�
(yb + ya)� (xb� xa)cot

!L
2
(tb� ta)

�
: (2.676)

y3·�O�

xb _xb =
!L

sin!L(tb � ta)
xb [(x0 � xa) + (xb � x0) cos!L(tb � ta)] ; (2.677)

xa _xa =
!L

sin!L(tb � ta)
xa [(x0 � xa) cos!L(tb � ta) + (xb � x0)] ; (2.678)

Ïdk

xb _xb � xa _xa = !Lx0(xb + xa) tan
!L
2
(tb � ta)

+
!L

sin!L(tb � ta)

h
(x2b + x2a) cos!L(tb � ta)� 2xbxa

i

=
!L
2

�
(xb � xa)

2 cot
!L
2
(tb � ta) + (xb + xa)(yb � ya)

�
: (2.679)

aq�§·���

yb _yb � ya _ya = !Ly0(yb + ya) tan
!L
2
(tb � ta)

+
!L

sin!L(tb � ta)
[(y2b + y2a) cos!L(tb � ta)� 2ybya]

=
!L
2

�
(yb � ya)

2 cot
!L
2
(tb � ta)� (xb � xa)(yb + ya)

�
: (2.680)

�\�(2.671)�§�Ñ��$Ä�²;�^þ

A?cl =
M

2

�
!L
2

cot[!L(tb � ta)=2]
h
(xb � xa)

2 + (yb � ya)
2
i
+ !L(xayb � xbya)

�
;

(2.681)

ù(¢�^þ(2.667)���Ü©"
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2.18.5 ²£ØC5

�Ì´XÛ�y¤k�Ôn*ÿþ´²£ØC�§n)ù�:´ék¿g�"

²;�^þ�1��´²�ØC�"�����

�A =
M!L
2

(xayb � xbya): (2.682)

3ål�d�²£e

x! x+ d; (2.683)

ù��C�

M!L
2

[dx(yb � ya) + dy(xa � xb)] =
M!L
2

[(d� x)b � (d� x)a]z (2.684)

l
���ÌkXe�X5�C�

(xbtbjxata)! eie�(xb)=c�h(xbtbjxata)e�ie�(xa)=c�h; (2.685)

Ù¥� ´

�(x) = �M!L�hc

2e
[d� x]z : (2.686)

Ï�*ÿþ��¹5�ØC�þ§¤kù��C�´Ø�'�"

ùò32.23.3¥�¤"

2.19 ^|¥��>âf\þ{�³

éu315Ù¥�A^§·�ÏLO\����f³5V)±þ�^XÚ§ù
�¦�´»È©�±�¦)"�
{üå�§·���Ä'u^|�XÚ���

Ü©"�Ñ��ÎÒ§M�îþÚ(2.644)¥��Ó"·��±Ø�¤å�¦)�
���XÚ�´»È©§TXÚe(2.644)�{�³k��ØÓ�ªÇ! 6= !L§ù
�§M�îþ�

H(p;x) =
p2

2M
+

1

2
M!2x2 � !Blz(p;x): (2.687)

�'é�îAp��^þ

Ae[p;x] =
Z �b

�a
d� [�ip � _x+H(p;x)] (2.688)

äk.�KF/ª

Ae[x] =
Z �h�

0
d�

�
M

2
_x2(�) +

1

2
M(!2 � !2

B)x
2(�)� iM!B[x(�)� _x(�)]z

�
:

(2.689)
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d�§·�w��k�! � !B�§XÚ´­½�"�^þ(2.689)�±�¤XeÝ

IP/ª

Acl =
Z �h�

0
d�

"
M

2

d

d�
(x _x) +

M

2
xT D!2;B x

#
; (2.690)

ùpD!2;B´2� 2�Ý


D!2;B(�; �
0) �

 �@2� + !2 � !2
B �2i!B@�

2i!B@� �@2� + !2 � !2
B

!
�(� � � 0): (2.691)

Ï�ù�´»È©´pd.�§¤±·��±á�O�Ñ�©¼ê

Z =
1

(2��h=M)2
detD

�1=2
!2;B : (2.692)

òD!2;B(�; �
0)Ðm�Fp�?ê

D!2;B(�; �
0) =

1

�h�

1X
m=�1

~D!2;B(!m)e
�i!m(��� 0); (2.693)

·���Fp�©þ�

~D!2;B(!m) =

 
!2
m + !2 � !2

B �2!B!m
2!B!m !2

m + !2 � !2
B

!
; (2.694)

Ù¥1�ª´

det ~D!2;B(!m) = (!2
m + !2 � !2

B)
2 + 4!2

B!
2
m: (2.695)

�±�¤Ïf�¦�/ª

det ~D!2;B(!m) = (!2
m + !2

+)(!
2
m + !2

�); (2.696)

Ù¥k

!� � ! � !B: (2.697)

~D!2;B(!m)��y¥þ´

e+ =
1p
2

 
1
i

!
; e� = � 1p

2

 
1
�i

!
; (2.698)

�y��

d� = !2
m + !2 � 2i!m!B = (!m + i!�)(!m � i!�): (2.699)

ù�§m�Ú���|Üªx� = �(x� iy)=
p
2¦.¼þ(2.690)é�z§k

Acl =
Z �h�

0
d�

(
M

2

d

d�

�
x�+ _x+ + x�� _x�

�

+
M

2

h
x�+(�@� � !+)(�@� + !�)x+ + x��(�@� � !�)(�@� + !+)x�

i�
: (2.700)
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òÿ£�¢��mþ§©þx�(t)�w�´±ªÇ!��Õá��Ä"
Ïê©)(2.696)¦�(2.700)¤�ªÇ´!��ü��pÕá��f��^þ"

Ïd§�'é��©¼êk¦È/ª

Z =
1

2 sinh (�h�!+=2)

1

2 sinh (�h�!�=2)
: (2.701)

éu�Ð2.18!?Ø�3^|¥�>âf�XÚ§|^3M�îþ(2.644)¥
ªC4�! ! !B�±���©¼ê"Ï�XÚ3�meC¤²£ØC�§¤
±!� ! 0Ú�©¼ê(2.701)uÑ"lPÁO�5K(2.359)¥·�w�3ù�4�
e·�7L^���'uXÚNÈ�L�ª5O��A����ªÇ"The role
of !2 (2.359)¥�!23ùpÒ´.�KF(2.689)¥x2�c¡�ªÇ"Ï�´ü�
�"¤±·�7L�XeO�

1

!2 � !2
B

���!
!!!B

1

2!!�
���!
!�!0

�

2�=M
V2; (2.702)

ù�§k

Z ���!
!�!0

1

2 sinh (�h�!)

V2
�2!
; (2.703)

ùp§�!´'u��f��ª(2.301) Ú(2.357)¥�þfåÆ�ÝIÝ"

2.20 5�ØC5Ú,�«´»È©L«

3	ÜÊÏ³V (x; t)Ú¥³A(x; t)�âf��^þ(2.633) �±U��Xe/ª§Ù¥�|^
?¿�����'�5�¼ê�(x; t)

A[x] =
Z tb

ta

dt

�
M

2
_x2 +

e

c
_x(t)[A(x; t) +r�(x; t)]�V (x; t)+ e

c
@t�(x; t)

�

� e

c
[�(xb; tb)� �(xa; ta)] : (2.704)

È©p¡��(x; t)��±ÏL��ü�L¡�5-�§¦��^þ��(x; t)Ã'"
y3§·��±ÀJ��AÏ�¼ê�(x; t)§§´²;�^þA(x; t)�c=e�§´M�î-ä�

'�§1.65)�)§=µ

1

2M

h
rA(x; t)� e

c
A(x; t)

i2
+ @tA(x; t) + V (x; t) = 0: (2.705)

ù�§·����^þ�,�«L�ªµ

A[x] =

Z tb

ta

dt
1

2M

h
M _x�rA(x; t) +

e

c
A(x; t)

i2
+ A(xb; tb)� A(xa; ta): (2.706)

éuM�î-ä�'�§�ü�4��ØÓ�)§�'é��^þ���A÷v�©�§

v �r�A+ @t�A = 0; (2.707)

ùpv ´²;�Ý|

v(x; t) � (1=M)
h
rA(x; t)� e

c
A(x; t)

i
: (2.708)
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�©�§(2.707) L²ü�)A(x; t)©O÷v$Ä'X�E = p � �p=M = _xcl � r�A§¿�éuùü
�)§3xÚte§âfUþÚÄþ�ØÓ§©Ok�EÚ�p��O"ù��´dE = p2=2M�Ñ
�"ù���åC©�EÚ�p¦��^þ(2.706)´ØC�"
�X�ù«a.�UC�A�±^5¦¼êA(x; t)�´»��^þA(x; t;xa; ta)��§Ù¥T

´»lxa; tam©§¿���x; t"3ù��^þ¼ê��¥§�müz�Ì�´»È©L«kX
e/ª

(xbtbjxata) = eiA(xb;tb;xa;ta)=�h

Z x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx (2.709)

�exp
�
i

�h

Z tb

ta

dt
1

2M

h
M _x�rA(x; t;xa; ta) +

e

c
A(x; t)

i2�

½ö|^v(x(t); t),

(xbtbjxata) = eiA(xb;tb;xa;ta)=�h

Z x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx exp
�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
( _x� v)2

�
:

(2.710)

y3§Þád]��Ý��ê _x(t)5��§Ù¥ _x(t)5gu²;�Ý|v(x; t)�½��"Ï�´»
È©�±�ê¦�U��§¤±·�¡v(x; t)�âf3xÚt?�Ï"�Ý£desired velocity)" Ú
\ÄþCþp(t)§�Ì�±�¤��m´»È©

(xbtbjxata) = eiA(xb;tb;xa;ta)=�h

Z x(tb)=xb

x(ta)=xa

D0x
Z Dp

2��h

� exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
p(t) [ _x(t)� v(x(t); t)]� 1

2M
p2(t)

��
; (2.711)

Tªò318.15!¥^5�ÑþfL§��Å)º"

2.21 �Ý´»È©

,
§�3,	�«/ª5L«´»È©§3d/ªe§Þá�Ýu�X­��^§¿�±

��±w�ù«/ªò�18.13Ú18.640 ¥0���ÅO�£stochastic calculus¤�´»È©��
éX" ·�U�´»È©�

(xbtbjxata)=
Z
D3x �

�
xb�xa�

Z tb

ta

dt _x(t)

�
exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
_x2�V (x)

��
; (2.712)

�¼ê#N·�3´»È©�m©�/ªe�È©ÿÝ¥¹k���Cþxn"ù�§éun =
0�N§ÈK¤k��m©���m�ê(xn+1 � xn)=� L²§��±w�´Õá�ÞáCþvn"
3³p§�±ÏL�\±e�ª¦�é�Ý��65C�é²(

x(t) = xb �
Z tb

t

dtv(t); (2.713)

x(t) = xa +

Z t

ta

dtv(t); (2.714)

x(t) = X+
1

2

Z tb

ta

dt0 v(t0)�(t0 � t); (2.715)

ùp

X � xb + xa

2
(2.716)
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´à:�²þ �§¿��(t� t0)´(1.311) ¥Ú\�â�m�¼ê��é¡|Üª"
31�O�e§·����Ý´»È©£velocity path integral¤

(xbtbjxata)=
Z
D3v �

�
xb�xa�

Z tb

ta

dtv(t)

�
exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
v2�V

�
xb�

Z tb

t

dtv(t)

���
: (2.717)

8�zÈ©ÿÝ§l
¦� Z
D3v exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
v2
��

= 1: (2.718)

éugdâf§ù�8�z��(5�±ÏLO�(2.717)5y¢"éu�¼ê§�\Fp�L«

�

�
xb � xa �

Z tb

ta

dtv(t)

�
=

Z
d3p

(2�i)3
exp

�
i

�h
p

�
xb � xa �

Z tb

ta

dtv(t)

��
; (2.719)

|^(2.718)§·��±�¤�ê�²�¿�v�Þá§��

(xbtbjxata) =
Z

d3p

(2�i)3
exp

�
i

�h

�
p (xb � xa)� p2

2M
(tb � ta)

��
: (2.720)

ù�Ð´gdâf�müz�Ì(1.331)�ÌL«(1.329) [��±ëì�ª(2.51)]"
�±ÏLÀJ1nO�(2.715)5���é¡��Ý´»È©"ù�ÑL�ª

(xbtbjxata) =

Z
D3v �

�
�x�

Z tb

ta

dtv(t)

�
exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
v2
�

� exp

�
� i

�h

Z tb

ta

dt V

�
X+

1

2

Z tb

ta

dt0 v(t0)�(t0 � t)

��
: (2.721)

XJ·�����Xe/ª��N�Ì�{§�ÝL«AOk^Z
d3xa (xbtbjxata) =

Z
D3v exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
v2
�
:

� exp

�
� i

�h

Z tb

ta

dtV

�
xb � 1

2

Z tb

t

dt0 v(t0)

��
; (2.722)

·�ò3e�!$^"

2.22 Ñ�Ý
�´»È©L«

31.16!¥§·�w�Ñ�L§�£ãI�é�müz�Ì?1A��²����§S"·�
ww�A^ù��Ì�´»È©L«�§ù
§S�Ñ�o"

2.22.1 ��uÐ£General Development¤

Äþ�me±�müz�Î5L«�Ñ�Ý
úª(1.471) kXe´»È©L«µ

hpbjŜjpai � lim
tb�ta!1

ei(Ebtb�Eata)=�h
Z

d3xb

Z
d3xae

�i(pbxb�paxa)=�h(xbtbjxata): (2.723)

Ú\Äþ=£q � (pb � pa)§·�U�e�i(pbxb�paxa)=�h�e�iqxb=�he�ipa(xb�xa)=�h§u´*	��
¹�êcÏfe�ipa(xb�xa)=�h ��Ìk´»È©L«µ

e�ipa(xb�xa)=�h(xbtbjxata) =
Z
D3x exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
_x2 � pa _x� V (x)

��
: (2.724)
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_x¥��5��±ÏL£Ä´»5�Ø§Ù¥lx(t)£�

y(t) = x(t)� pa

M
t (2.725)

�Ñ

e�ipa(xb�xb)=�h(xbtbjxata)=e�ip
2

a(tb�ta)=2M�h

Z
D3y exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
_y2�V

�
y+

P

M
t

���
:

(2.726)
ò���¤±�ª�\(2.723)§·���

hpbjŜjpai � lim
tb�ta!1

eiq
2tb=2M�h

Z
d3yb e

�iqyb=�h

Z
d3ya

�
Z
D3y exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
_y2�V

�
y +

pa

M
t
���

: (2.727)

3vk�p�^��¹e§éy(t)�´»È©{ü��Ñ

Z
d3ya

1p
2��hi(tb � ta)=M

exp

"
i

�h

M

2

(yb � ya)2
tb � ta)

#
= 1; (2.728)

éya�´»È©�Ñ

hpbjŜjpaijV�0 = lim
tb�ta!1

eiq
2(tb�ta)=8M�h(2��h)3�(3)(q) = (2��h)3�(3)(pb � pa); (2.729)

ù´�ª(1.474)¥l�Ñ�å�Ñ�Ý
��z"
é³?1Fp�©)�§5g�p�^����z�

hpbjŜ1jpai = � i

�h
lim

tb�ta!1
eiq

2tb=2M�h

Z
d3yb e

�iqyb=�h

Z
d3Q

(2��h)3
V (Q)

Z
d3ya

�
Z tb

ta

dt0 exp

�
i

�h

paQ

M
t0
�Z

D3y exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
_y2+ �(t0�t)Qy

��
: (2.730)

��eéu?¿�
j(t) §�ª(3.168)¦)
�´»È©"3n�e§éu! = 0¿�kAÏ�

j(t) = �(t0 � t)Q§(J´

1p
2�i�h(tb � ta)=M

3 exp

�
i

�h

M

2

(yb � ya)2
tb � ta

�

� exp

�
i

�h

1

tb � ta

�
[yb(t

0 � ta) + ya(tb � t0)]Q� 1

2M
(tb � t0)(t0 � ta)Q

2

��
: (2.731)

ùp§éya?1È©§�Ñ

exp

�
i

�h
Qyb

�
exp

�
� i

�h

1

2M
(tb � t0)Q2

�
: (2.732)

y3§(2.730)¥éyb�È©�Ñ���¼ê(2��h)3�(3)(Q � q)§ù�§(2.730) ¥��êcÏfÏ
L(2.732)¥�1��Ïf5�K"
34�tb� ta !1e§ét0�È©�)���¼ê2��h�(pbQ=M +Q2=2M) = 2��h�(Eb�Ea)§

T¼ê�yUþÅð"ù�§·���Í¶�Ë�Cq£Born approximation¤

hpbjŜ1jpai = �2�i�(Eb � Ea)V (q): (2.733)
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��5`§·�l(2.727)¥~��Ñ�âf�(2.729) §l
��TÝ
�´»È©L«[éu
½Â§�±£�(1.474)]µ

2��hi�(Eb � Ea)hpbjT̂ jpai � � lim
tb�ta!1

eiq
2tb=2M�h

Z
d3yb e

�iqyb=�h

Z
d3ya

�
Z
D3y exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
_y2
��

exp

�
� i

�h

Z tb

ta

dt V
�
y +

pa

M
t
��
� 1

�
: (2.734)

é���>Ø¹k�±UþÅð��¼ê�úª§ù´�Ð�"�
Ø��¼ê§·�*	�§5

u4�tb � ta !1e´»È©��m²£ØC5"XJ·�£Ä�mCþt! t+ t0§¿�Ó�
UCy! y�pat0=M§ù�´»È©�±ØC§�3£Ä��Ð©�mtb+ t0Ú�ª�mta+ t0þ

Ku)UC"34�tb � ta ! 1e§�±2g^R tb
ta
dt�OÈ©

R tb+t0
ta+t0

dt"t0�65�±ØC�

/��3cÏfe�iqyb=�h¿�TcÏfC�e�iqyb=�heiqpat0=M�h
"3¤k�´»Þá¥§�3��

�´»�m£Ä�d�gdÝ"ù��Ñ�¼ê2��h� (qpa=M) = 2��h� (Eb � Ea)�ét0�È©´
�d�"·��I�é��m£ÄÚ3´»È©eéAÿÝ�'X"w,§�Nþwù´3�

�p̂a � pa=jpaje�´»UC"©lÑù�gdÝ��5�{´�â{#Å£Faddeev¤ÚÅÅÅ
£Popov¤36uÐ��{5?1�§ÏLòe¡�ü È©L�ª�\´»È©(2.727)µ

1 =
jpaj
M

Z 1

�1

dt0 � (p̂a(yb + pat0=M)) : (2.735)

3e¡§·�ò¿K\�å�eIa§k

p � pa; p � jpaj = jpbj: (2.736)

3´§È©¥²L±þ�UC§(2.735)¥��¼êC�3´»È©p¡�� (p̂ayb)§¿�Øä
kt0�65"y3?1ét0�È©§�ÑUþe��¼ê"l�ª¥�Kù�¼ê§·���TÝ

�´»È©L�ª

hpbjT̂ jpai � i
p

M
lim

tb�ta!1
eiq

2(tb�ta)=8M�h

Z
d3yb � (p̂ayb) e

�iqyb=�h

Z
d3ya

�
Z
D3y exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
_y2
��

exp

�
� i

�h

Z tb

ta

dt V

�
y+

P

M
t

��
�1
�
: (2.737)

d�§·�é�B�=�´»È©(2.721)��ÝL«£velocity representation¤" ù�U(�·
�²��?1éyb�È©§u´��(2.722)�y/ª"�¼ê¦�yb�p�©þ�""yb�î�©
þ^b5IPµ

b � yb � (p̂ayb)p̂=a: (2.738)

Ïd§·���´»È©L�ª

hpbjT̂ jpai � i
p

M
lim

tb�ta!1
eiq

2tb=2M�h

Z
d2b e�iqb=�h

�
Z
D3v exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
v2
�h

ei�b;p[v] � 1
i
; (2.739)

ùp§�p�^��A�¹uÑ�� ¥

�b;p[v] � �
1

�h

Z tb

ta

dt V

�
b+

p

M
t�

Z tb

t

dt0 v(t0)

�
: (2.740)

·�^ _y(t) = � R tb
t
v(t) O��Ý´»v(t)§�±£�DÚ�´»È©e"3t = tb?§O�

/ª _y(t) = � R tb
t
v(t)�""�d�§·��±|^äk±Ï>.^��´»z(t)§¿�lù


z(tb) = zb¥~�"

36L.D. Faddeev and V.N. Popov, Phys. Lett. B 25 , 29 (1967).
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lhpbjT̂ jpai¥§¦þÏf�M=2��h§·���Ñ��Ìfpbpa§ù��Ì�²��Ñ�©�
¡[��ª(1.494)]"
5 ¿ � 3 � Ý L « e §(2.730)¥ éya� { � ´ » È © O � ' ± c · � I �

�(2.731)§(2.732)�{ü�õ"3é(2.740)¥�V (x)?1Fp�©)�§·����'�È©
´ Z

D3v exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt

�
M

2
v2��(tb� t0)Qv

��
=e

� i
2M�h

R
tb

ta
dt�2(tb�t

0)Q2

=e�
i

2M�h
(tb�t

0)Q2

: (2.741)

(2.732)¥�1��Ïf��5ge¡ù�³�Fp�L«¥�gCþY

V

�
yb +

p

M
t�

Z tb

t

dt0 v(t0)

�

¿�§ù�³´3SÝ
(2.727)��ÝL«e�"

2.22.2 Uû�úª£Improved Formulation¤

úª(2.739)¥�cÏfeiq
2tb=2M�h {N·�3�ªm>��²(�4�tb � ta ! 1"�
�

Ñù�:§·�^'u�
¥þ|w(t)�9Ï´»È©37 5L«ù�Ïfµ

eiq
2tb=2M�h =

Z
D3w exp

�
� i

�h

Z tb

ta

dt
M

2
w2(t)

�
e
i
R
tb

ta
dt�(t)w(t)q=�h

: (2.742)

��¡�Ïfò(2.739)¥��êe�iqb=�hC¤e
�iq

h
b+
R
tb

ta
dt�(t)w(t)

i
=�h
"Ï�b´È©�åC

þ£dummy variable¤§·��±3Ñ�� �b;p[v]¥��d�O�b ! bw � b �R tb
ta
dt�(t)w(t)§¿�k

fpbpa = lim
tb�ta!1

p

2�i�h

Z
d2b e�iqb=�h

Z
D3w

�
Z
D3v exp

�
i

�h

Z 1

�1

dt
M

2

�
v2 �w2

�� �
exp

�
i�bw;p

�� 1
�
: (2.743)

ù�L�ª¥�Ñ�� �±lúª(2.740)¥|^é��t¶�È©5O�µ

�bw;p[v;w] = � 1

�h

Z 1

�1

dt V

�
b+

p

M
t�

Z tb

ta

dt0 [�(t0�t)v(t0)��(t0)w(t0)]

�
: (2.744)

w(t)�ÞáI�¦�Ñ��âf²þþØ´±�Ýp=M = pa=M$Ä§
´±�Ýpb=M =
(p+ q)=M"

·���±ÏL�\y(t) = � R tb
t
v(t)¿-z(t) = � R tb

t
w(t)§l
£��~5�´»È©/

ª"ù�§·���,�«L«

fpbpa = lim
tb�ta!1

p

2�i�h

Z
d2b e�iqb=�h

Z
d3ya

Z
d3za

�
Z
D3y

Z
D3z exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2

�
_y2 � _z2

�� h
ei�bz;p[y] � 1

i
; (2.745)

k

�bz;p[y] � �
1

�h

Z tb

ta

dt V
�
b+

p

M
t+ y(t)� z(0)

�
; (2.746)

ùp§´»È©�H÷vyb = 0Úzb = 0�¤±´»"33.26!§·�ò�6O�ù��´»È
©"

37See R. Rosenfelder, notes of a lecture held at the ETH Z�urich in 1979: Pfadintegrale in der
Quantenphysik , 126 p., PSI Report 97-12, ISSN 1019-0643, and Lecture held at the 7th Int. Conf.
on Path Integrals in Antwerpen, Path Integrals from Quarks to Galaxies , 2002.
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2.22.3 Ñ��Ì�á�åCq

éu��Cq§·��Ñ(2.746)¥ÞáCþy(t) Úz(t)"Ï�(2.745)¥�È©Z
d3ya

Z
d3za

Z
D3y

Z
D3z exp

�
i

�h

Z tb

ta

dt
M

2

�
_y2 � _z2

��
(2.747)

äkü 8�5[£�(2.732)�O�]§·�����Ñ��Ì�á�åCq£eikonal approxima-
tion¤

f eipbpa �
p

2�i�h

Z
d2b e�iqb=�h

h
exp

�
i�ei
b;p

�
� 1
i
; (2.748)

k

�ei
b;p � �

1

�h

Z 1

�1

dt V
�
b+

p

M
t
�
: (2.749)

ÏLÚ\Cþz � pt=M§·��m�È©=C�÷\�âf����È©"ù�·��±�Ñ

�ei
b;p � �

M

p

1

�h

Z 1

�1

dz V (b+ p̂z) : (2.750)

IXJV (x)´^=é¡�§§��ûur � jxj"ù�§·�ò³��V (r)§u´O�(2.750)�
kXeÈ©

�ei
b;p � �

M

p

1

�h

Z 1

�1

dz V
�p

b2 + z2
�
: (2.751)

òþª�\(2.748)¥§·��±éqÚb�m�¤±�Ý?1È©§Ù¥�^�úª

1

2�

Z �

��

d� exp

�
i

�h
qb cos �

�
= J0(qb); (2.752)

ùp§J0(�)´�l�¼ê§¿���

f eipbpa =
p

i�h

Z
db b J0(qb)

h
exp

�
i�ei
b;p

�
� 1
i
: (2.753)

È©Cþb��ª(1.497)¥Ú\�-Eëê£impact parameter¤b��"(2.753)�(J�ÐÒ´
á�åCq(1.497)§Ù¥¤äk��ei

b;p=2¿��Äþl = pb=�h�Ñ�� �l(p)§=µ

�ei
b;p = 2i�pb=�h(p): (2.754)

2.23 �müz�Ì�°Ü��Î�{

ÄuþfåÆ�°Ü�±µ§·��±��{�XÚ�müz�Ì�,�«k¿g�´»È

©/ª"T/ª�{ü53ud´»È©��ÑI�ÏL¦)�½Ð© �Ú�ª ��²;$

Ä�§5��²;�^þ��êeiA=�h",
§��ù��ê�ÞáÏf´l?uØÓ�m��ö
�;�£operatorial orbits¤�é´5K¥���§·�y3ò�Ñü«"

2.23.1 gdâf

·��O��müz�Î�Ý
�

(x tjx0 0) = hxje�iĤt=�hjx0i; (2.755)

ùp§Ĥ´M�î�Î

Ĥ = H(p̂) =
p̂2

2M
: (2.756)
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·�òÏL¦)�e�©�§5O��müz�Ì(2.755)

i�h@thx tjx0 0i � hxjĤ e�iĤt=�hjx0i = hxje�iĤt=�h
h
eiĤt=�hĤ e�iĤt=�h

i
jx0i

= hx tjH(p̂(t))jx0 0i: (2.757)

y3gCþ�¹�Îp̂��6�m�°Ü�±µ/ª"�ªm>�O�òÄur�ÎH(p̂(t))­#
L��Ð© £Ú�ª £�Î�¼ê§3d�ªe¤k��ª £�Îü3¤kÐ© £�Î

��>µ

Ĥ = H(x̂(t); x̂(0); t): (2.758)

ù�§�ªm>�Ý
��±á�|^±e�y��§5O�

hx tjx̂(t) = xhx tj; x̂(0)jx0 0i = x0jx0 0i; (2.759)

k

hx tjH(x̂(t); x̂(0); t)jx̂ 0i = H(x;x0; t)hx tjx0 0i; (2.760)

u´�©�§(2.757)C�

i�h@thx tjx0 0i � H(x;x0; t)hx tjx0 0i; (2.761)

½ö

hx tjx0 0i = C(x;x0)E(x;x0; t) � C(x;x0)e
�i
R
t
dt0 H(x;x0;t0)=�h

: (2.762)

cÏfC(x;x0)�¹��Ø(½�~ê§T~ê5g�ê¥��mÈ©"
ÏL¦)e¡�°Ü�$Ä�§§M�î�Î?u?�/ª£time-ordered form¤(2.758)

dx̂(t)

dt
=

i

�h

h
Ĥ; x̂(t)

i
=
p̂(t)

M
; (2.763)

dp̂(t)

dt
=

i

�h

h
Ĥ; p̂(t)

i
= 0: (2.764)

1���§L²Äþ��mÃ'µ

p̂(t) = p̂(0); (2.765)

ù�§1���§�±ÏL

x̂(t)� x̂(0) = t
p̂(t)

M
; (2.766)

5¦)§¿�¦(2.756)¤�

Ĥ =
M

2t2
[x̂(t)� x̂(0)]2 : (2.767)

,
§ù�Ø´·����/ª(2.758)§Ï�k��Ø´?�/ª�Ïf"·��^S�±dU
�Ĥ5��§Xe

Ĥ =
M

2t2
�
x̂2(t)� 2x̂(t)x̂(0) + x̂2(0) + [x̂(t); x̂(0)]

	
; (2.768)

¿�l�ª(2.766)Ú�Ké´5K[p̂i; x̂j ] = �i�h�ij¥O�é´f§k

[x̂(t); x̂(0)] = � i�h

M
Dt; (2.769)

ù�·������L�ª

Ĥ = H(x̂(t); x̂(0); t) =
M

2t2
�
x̂2(t)� 2x̂(t)x̂(0) + x̂2(0)

�� i�h
D

2t
: (2.770)
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y3§Ý
�(2.760)�±á��Ñ5µ

H(x;x0; t) =
M

2t2
(x� x0)2 � i�h

D

2t
: (2.771)

dd§·�����(2.762)��êÏf

E(x;x0; t) = e�i
R
dtH(x;x0;t)=�h = exp

�
i

�h

M

2t
(x� x0)2 � D

2
log t

�
: (2.772)

ò(2.772)�\�ª(2.762)§·���

hx tjx0 0i = C(x;x0)
1

tD=2
exp

�
i

�h

M

2t
(x� x0)2

�
: (2.773)

(2.772)¥�6x;x0�È©Ø(½~ê�cÏfC(x;x0)áÂ"¹kx��©�§(½ù�:µ

�i�hrhx tjx0 0i = hxjp̂e�iĤt=�hjx0i = hxje�iĤt
h
eiĤt=�hp̂e�iĤt=�h

i
jx0i = hx tjp̂(t)jx0 0i:

i�hr0hx tjx0 0i = hxje�iĤt=�hp̂jx0ihx tjp̂(0)jx0 0i: (2.774)

�\(2.766)§¿�|^ÄþÅð(2.765)§u´C�

�i�hrhx tjx0 0i =
M

t
(x� x0) hx tjx0 0i;

i�hr0hx tjx0 0i =
M

t
(x� x0) hx tjx0 0i: (2.775)

ò�c�(J(2.773)��ùp§·���^�

�irC(x;x0) = 0; ir0C(x;x0) = 0; (2.776)

�kÏL~êCâ�¦)"�X§~êdÐ©^�5(½

lim
t!0

hx tjx0 0i = �(D)(x� x0); (2.777)

��

C =

r
M

2�i�h

D

; (2.778)

ù�§·����(�gdâf�Ì(2.130)

hx tjx0 0i �
r

M

2�i�ht

D

exp

�
i

�h

M

2t
(x� x0)2

�
: (2.779)

5¿�d�{¥ÞáÏf1=tD=2�Ñy´é´'X(2.769)�(J"

2.23.2 ��f

ùp§·�?nM�î�Î

Ĥ = H(p̂; x̂) =
p̂2

2M
+
M!2

2
x2; (2.780)

7L2gòd�{�¤?�/ª(2.758)"y3·�7L¦)°Ü�$Ä�§

dx̂(t)

dt
=

i

�h

h
Ĥ; x̂(t)

i
=
p̂(t)

M
; (2.781)

dp̂(t)

dt
=

i

�h

h
Ĥ; p̂(t)

i
= �M!2x̂(t): (2.782)



190 2 ´́́»»»ÈÈÈ©©©| ÄÄÄ���555���ÚÚÚ{{{üüü)))

ÏL¦)ù
�§§·���['�(2.156)]

p̂(t) = M
!

sin!t
[x̂(t) cos!t� x̂(0)] : (2.783)

òdª�\(2.780)§·���

Ĥ =
M!2

2 sin2 !t

n
[x̂(t) cos!t� x̂(0)]2 + sin2 !t x̂2(t)

o
; (2.784)

�u

Ĥ =
M!2

2 sin2 !t

�
x̂2(t) + x̂2(0)� 2 cos!t x̂(t)x̂(0) + cos!t [x̂(t); x̂(0)]

	
: (2.785)

ÏL��ª�kx̂(t)�(2.783)é´§·���é´f['�(2.769)]

[x̂(t); x̂(0)] = � i�h

M
D
sin!t

!
; (2.786)

ù�§·���(2.760)/ª¥�M�î�ÎÝ
�['�(2.771)]

H(x;x0; t) =
M!2

2 sin2 !t

�
x2 + x0

2 � 2 cos!txx0
�
� i�h

D

2
! cot!t: (2.787)

kXeÈ©['�(2.772)]Z
dtH(x;x0; t) = � M!

2 sin!t

h�
x2 + x0

2
�
cos!t� 2xx0

i
� i�h

D

2
log

sin!t

!
: (2.788)

òdª�\�ª(2.762)§Ø
ÏfC(x;x0)§·�TÐ����f�Ì(2.175)"ùq´�©�
§(2.774)û½�§�3edÐ©^�(2.777)(½�8�zÏf(J´(2.778)"
2g�§ÞáÏf5gué´f(2.786)"

2.23.3 ^|¥��>âf

y3·��Ä2.18!?Ø�?un�^|e��>âf§ùp§M�î�Î��L«��CÄ
þ�Î(2.642)/ª§

P̂ � p̂� e

c
A(x̂); (2.789)

k['�(2.641)]

Ĥ = H(p̂; x̂) =
P̂2

2M
: (2.790)

du�3^|§§�©þØé´§�´÷vé´5Kµ

[P̂i; P̂j ] = �e

c
[p̂i; Âj ]� e

c
[Âi; p̂j ] = i

e�h

c
(riAj �rjAi) = i

e�h

c
Bij ; (2.791)

ùp�Bij = �ijkBK´Ï~�^|�é¡ÜþL«"

y3·�I�¦)°Ü�$Ä�§

dx̂(t)

dt
=

i

�h

h
Ĥ; x̂ (t)

i
=
P̂(t)

M
(2.792)

dP̂(t)

dt
=

i

�h

h
Ĥ; P̂(t)

i
=

e

Mc
B(x̂(t))P̂(t) + i

e�h

Mc
rjBji(x̂(t)); (2.793)

ùp§B(x̂(t))P̂(t)n)�Ý
Bij(x̂(t))�¥þP̂�¦È"3��ØC£constant¤|§Bij(x̂(t))
´��~êÝ
Bij§1���§�������§u´·���)

P̂(t) = e
LtP̂(0); (2.794)
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ùp§
L K�ªÇ(2.646)�Ý
/ª


L ij � e

Mc
Bij ; (2.795)

|^K�ªÇ¥þ

!L � e

Mc
B (2.796)

Ú=Ä+�3� 3)¤�
(Lk)ij � �i�kij (2.797)

·���


L = iL �!L: (2.798)

òþª�\�ª(2.792)§·���

x̂(t) = x̂(0) +
e
Lt � 1


L

P̂(0)

M
; (2.799)

ùp§�ªm>�Ý
2gd�g?êÐmª5(½

e
Lt � 1


L
= t+
L

t2

2
+ 
2

L

t3

3!
+ : : : : (2.800)

·��±�)(2.799)§��

P̂(0)

M
=


L=2

sinh
Lt=2
e�
Lt=2 [x̂(t)� x̂(0)] : (2.801)

|^(2.794)§k

P̂(t) = MN(
Lt) [x̂(t)� x̂(0)] ; (2.802)

Ù¥§Ý
�

N(
Lt) � 
L=2

sinh
Lt=2
e
Lt=2: (2.803)

ò(2.802)¦²�§��

P̂2(t)

2M
=

M

2
[x̂(t)� x̂(0)]T K(
Lt) [x̂(t)� x̂(0)] ; (2.804)

ùp

K(
Lt) = NT (
Lt)N(
Lt): (2.805)

|^Ý

L��é¡5§·��±òþªU��

K(
Lt) = N(�
Lt)N(
Lt) =

2
L=4

sinh2 
Lt=2
: (2.806)

du�ª(2.799)§?uØÓ�m�ü��Îx̂(t)�é´f´

[x̂i(t); x̂j(0)] = � i

M

�
e
Lt � 1


L

�
ij

; (2.807)

¿�

�
x̂i(t); x̂j(0)

�
+ [x̂j(t); x̂i(0)] = � i

M

 
e
Lt � 1


L
+
e


T
Lt � 1


T
L

!
ij

= � i

M

�
e
Lt � e�
Lt


L

�
ij

= �2 i

M

�
sinh
Lt


L

�
ij

: (2.808)
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�Ä�ù�:§·�±�Îx̂(t)Úx̂(0)��gÐm(2.804)§Ïd?�^SkXeL«§Ù¥��
��Î3�@��Î��>µ

H(x̂(t); x̂(0)) =
M

2

�
x̂T (t)K(
Lt)x̂(t)� 2x̂TK(
Lt)x̂(0) + x̂TK(
Lt)x̂(0)

�
� i�h

2
tr

�

L

2
coth


Lt

2

�
: (2.809)

ù7L3teÈK§Ù¥·�I�|^úªZ
dtK(
Lt) =

Z
dt


2
L=2

sinh2 
Lt=2
= �
L

2
coth


Lt

2
; (2.810)

¿� Z
dt

1

2
tr

�

L

2
coth


Lt

2

�
= tr log

sinh
Lt=2


L=2
= tr log

sinh
Lt=2


Lt=2
+ 3 log t; (2.811)

ù
(J2g´dü>��VÐm��"�����Ïf3
un��¦,"ù�·��±á��
Ñ(2.762)¥��êÏfE(x;x0; t)µ

E(x;x0; t)=
1

t3=2
exp

�
i

�h

M

2
(x�x0)T

�

L

2
coth


Lt

2

�
(x�x0)� 1

2
tr log

sinh
Lt=2


Lt=2

�
: (2.812)

�����Ñ��cÏf �
det

sinh
Lt=2


Lt=2

��1=2

: (2.813)

�±c��§(2.762¥���mÃ'�È©ÏfC(x;x0)dxÚx0¥��©�§¤(½§¿�ù
pI��C�êµh

�i�hr� e

c
A(x)

i
hx tjx0 0i = hxjP̂e�iĤt=�hjx0i = hxje�iĤt=�h

h
eiĤt=�hP̂e�iĤt=�h

i
jx0i

= hx tjP̂(t)jx0 0i = L(
Lt)(x� x0)hx tjx0 0i; (2.814)h
i�hr0� e

c
A(x)

i
hx tjx0 0i = hxje�iĤt=�hP̂jx0i

= hx tjP̂(0)jx0 0i = L(
Lt)(x� x0)hx tjx0 0i: (2.815)

O�Ü©�ê§·���

�i�hrhx tjx0 0i= [�i�hrC(x;x0)]E(x;x0; t)+C(x;x0)[�i�hrE(x;x0; t)]

= [�i�hrC(x;x0)]E(x;x0; t)+C(x;x0)M

�

L

2
coth


Lt

2

�
(x�x0)E(x;x0; t):

~�(2.814)�m>§�Ñ

M

�

L

2
coth


Lt

2

�
(x� x0)�ML(
Lt)(x� x0) = �M

2

L(x� x0); (2.816)

ù�C(x;x0) ÷v��mÃ'��©�§�
�i�hr� e

c
A(x)� M

2

L(x� x0)

�
C(x;x0) = 0: (2.817)

l1���§(2.815)¥�±����aq��§µ�
i�hr0 � e

c
A(x)� M

2

L(x� x0)

�
C(x;x0) = 0: (2.818)



2.23 �müz�Ì�°Ü��Î�{ 193

¦)ù
�§��

C(x;x0) = C exp

�
i

�h

Z x

x0

d�

�
e

c
A(�) +

M

2

L(�� x0)

��
: (2.819)

È©£´´?¿�§Ï�)Ò¥�¥þ|

e

c
A0(�) � e

c
A(�) +


L

2
(�� x0) = e

c

�
A(�)� 1

2
B� (�� x0)

�
(2.820)

^Ý�"§r � A0(x) = 0"Ïd§·�ÀJ�^ë�x0Úx���5��£´§3ù«�¹
e§d���x� x0���§=�� x0§ù���¦È�""Ïd§éu��éX·��±�e
L�

C(x;x0) = C exp

�
i
e

c

Z x

x0

d�A(�)

�
: (2.821)

��§8�z~êCdÐ©^�(2.777)5(½§���(2.778)"
8Ü¤k��§·����Ì´

hx tjx0 0i =
1q

2�i�h2t=M
3

�
det

sinh
Lt=2


Lt=2

��1=2

exp

�
i
e

c

Z x

x0

d�A(�)

�

� exp

�
i

�h

M

2
(x� x0)T

�

L

2
coth


Lt

2

�
(x� x0)

�
: (2.822)

XJ·�b½^|��z��§@o¤k�L�ªÑC�{ü§3ù«�¹eªÇÝ
C�


L =

0
@ 0 !L 0
�!L 0 0
0 0 0

1
A ; (2.823)

ù�

cos

Lt

2
=

0
@ cos!Lt=2 0 0

0 cos!Lt=2 0
0 0 1

1
A ; (2.824)

¿�

sinh
Lt=2


Lt=2
=

0
@ 0 sin!Lt=2 0
� sin!Lt=2 0 0

0 0 1

1
A ; (2.825)

1�ª´

det
sinh
Lt=2


Lt=2
=

�
sinh!Lt=2

!Lt=2

�2

: (2.826)

·�O�3(2.822)¥¹k¥³��ê�·�ÀJ¥³��y���5�[£�(2.634)]§¿�
3x0Úx�m^ëêL«��x0Úx§k

� = x0 + s(x� x0); s 2 [0; 1]: (2.827)

ù�§·���Z x

x0

d�A(�) = B(y � y0)

Z 1

0

ds [x0 + s(x� x0)] = B(y � y0)(x+ x0)

= B(xy � x0y0) +B(x0y � xy0): (2.828)

òdªÚ(2.826)�\(2.762)§·�­#���c�(J(2.666)"
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Appendix 2A ��-u��-ÍdõÅúª�ê�ãdÐmª

·�3í�úª(2.9)¥^�
��-u��-ÍdõÅúªT, §�/ª´

eÂeB̂ = eĈ ; (2A.1)

ùp

Ĉ = B̂ +

Z 1

0

dtg(eadA teadB)[Â]; (2A.2)

g(z)´¼ê

g(z) � log z

z � 1
=

1X
n=0

(1� z)n

n+ 1
; (2A.3)

¿�adB´3��L«£adjoint representati¤¥�B̂�'��Î§kXe½Â

adB[Â] � [B̂; Â]: (2A.4)

·���±½Â²�����Î(adB)0[Â] = 1[Â] � Â"ÏLÐm�ª(2A.2)¥��ê¿�|^�
g?ê(2A.3)§·���²(�úªformula

Ĉ = B̂ + Â+

1X
n=1

(�1)n
n+ 1

X
pi;qi;pi+qi�1

1

1 +
Pn

i=1 pi

� (adA)p1

p1!

(adB)q1

q1!
� � � (adA)

pn

pn!

(adB)qn

qn!
[Â]: (2A.5)

�$Ðm�´

Ĉ = B̂ + Â� 1

2

�
1
2adA+ adB + 1

6 (adA)
2 + 1

2adA adB + 1
2 (adB)

2+: : :
�
[Â]

+
1

3

�
1
3 (adA)

2 + 1
2adA adB + 1

2adB adA+ (adB)2 + : : :
�
[Â] (2A.6)

= Â+ B̂ +
1

2
[Â; B̂] +

1

12
([Â; [Â; B̂]] + [B̂; [B̂; Â]]) +

1

24
[Â; [[Â; B̂]; B̂]] : : : :

(J�±­#ü���SÜÎdúª£Zassenhaus formula¤��éX�/ª

eÂ+B̂ = eÂeB̂ eẐ2eẐ3eẐ4 � � � ; (2A.7)

ùp

Ẑ2 =
1

2
[B̂; Â] (2A.8)

Ẑ3 = �1

3
[B̂; [B̂; Â]]� 1

6
[Â; [B̂; Â]]) (2A.9)

Ẑ4 =
1

8

�
[[[B̂; Â]; B̂]; B̂] + [[[B̂; Â]; Â]; B̂]

�
+

1

24
[[[B̂; Â]; Â]; Â] (2A.10)

... :

�
y²Ðmª(2A.6)§·�¦)'u�Î¼ê��©�§

Ĉ(t) = log(eÂteB̂): (2A.11)

t = 1�Tª��Ò´·�3(2A.5)¥���(JĈ"Ñu:´éu?¿��{M̂·�k

eĈ(t)M̂e�Ĉ(t) = eadC(t)[M̂ ]; (2A.12)
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dadC�½Â��"�\(2A.11)§�ª��>�U��eÂteB̂M̂e�B̂e�Ât, d½Â(2A.4)§·��
�´�ueadA teadB [M̂ ]�"Ïd§·�k

eadC(t) = eadA teadB : (2A.13)

(2A.11)��©�Ñ

eĈ(t) d

dt
e�Ĉ(t) = �Â: (2A.14)

,��¡§�>����

eĈ(t) d

dt
e�Ĉ(t) = �f(adC(t))[ _̂C(t)]; (2A.15)

k

f(z) � ez � 1

z
: (2A.16)

e¡òy¢ù�:"Ï�k

f(adC(t))[
_̂
C(t)] = Â: (2A.17)

y3·��3(2A.3)¥@�½Â¼êg(z)§¿�w�T¼ê÷v

g(ez)f(z) � 1: (2A.18)

Ïd§·�k²��ð�ª

_̂
C(t) = g(eadC(t))f(adC(t))[

_̂
C(t)]: (2A.19)

|^(2A.17)Ú(2A.13)§d·������(J(2A.2)§þªC��©�§

_̂
C(t) = g(eadC(t))[Â] = eadA teadB [Â]; (2A.20)

�
�¤y²§·�7Ly¢(2A.15)"Ï�
_̂
C(t)��Ø�

_̂
C(t)é´§¤±ù�L�ª¿Ø´

{ü��u�eĈ(t) _̂C(t)Me�Ĉ(t)
"�
`²§·��Ä�Î

Ô(s; t) � eĈ(t)s d

dt
e�Ĉ(t)s: (2A.21)

édª�s��©�Ñ

@sÔ(s; t) = eĈ(t)sĈ(t)
d

dt

�
e�Ĉ(t)s

�
� eĈ(t)s d

dt

�
Ĉ(t)e�Ĉ(t)s

�
= �eĈ(t)s _̂C(t)e�Ĉ(t)s

= �eadC(t)s[
_̂
C(t)]: (2A.22)

Ïd

Ô(s; t)� Ô(0; t) =

Z s

0

ds0@s0Ô(s
0; t)

= �
1X
n=0

sn+1

(n+ 1)!
(adC(t))

n
[
_̂
C(t)]; (2A.23)

·���

Ô(1; t) = eĈ(t) d

dt
e�Ĉ(t) = �f(adC(t))[ _̂C(t)]; (2A.24)

ù�´·���y²�"
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5¿�|^'ué´f�ä�'ð�ª§·�uy(2A.6) ¥Ĉ?ê��ª/ª�±±NõØÓ
��ª5­#ü�"é���¹k�����/ª´é­��?Ö"38

�±|^�Ó�êÆóä5í�ì�ù-4��Ðmª£Neumann-Liouville expansion¤½�
Ü?ê(1.239) �(1.251)�k^�?�" ù�¡�ê�ãdÐmª£Magnus expansion¤39, 3ù

�Ðmª¥§·���Û(tb; ta) = eÊ§¿�òÊÐm�

Ê = � i

�h

Z tb

ta

dt1 Ĥ(t1) +
1

2

��i
�h

�2 Z tb

ta

dt2

Z t2

ta

dt1

h
Ĥ(t2); Ĥ(t1)

i

+
1

4

��i
�h

�3
( Z tb

ta

dt3

Z t3

ta

dt2

Z t2

ta

dt1

h
Ĥ(t3);

h
Ĥ(t2); Ĥ(t1)

ii

+
1

3

Z tb

ta

dt3

Z tb

ta

dt2

Z tb

ta

dt1

hh
Ĥ(t3); Ĥ(t2)

i
; Ĥ(t1)

i)
+ : : : ; (2A.25)

Tª�'ì�ù-4��Ðmª�\×��Âñ"

Appendix 2B �m©��f�Ì���O�

�m©���§�Ì(2.143)C¤'uá�m�Ì���õ­È©[|^�^þ(2.190)]

(xn�jxn�10) =
1p

2��hi�=M
exp

�
i

�h

M

2

�
(xn � xn�1)

2

�
� �!2 1

2
(x2n + x2n�1)

��
: (2B.26)

·�òþª��

(xn�jxn�10) = N1 exp

�
i

�h

�
a1(x

2
n + x2n�1)� 2b1xnxn�1

��
; (2B.27)

k

a1 =
M

2�

�
1� 2

�!�
2

�2�
; b1 =

M

2�
;

N1 =
1p

2��hi�=M
: (2B.28)

�3N�ù���Ì¦Èe?1¥mÈ©£intermediate integrations¤�§(J7Ld�Ó��
�/ª

(xN �jxN�10) = NN exp

�
i

�h

�
aN (x

2
N + x20)� 2bNxNx0

��
: (2B.29)

¦þ,��á�m�Ì§¿�é¥m �È©§�Ñ48'X

NN+1 = N1NN

r
i��h

aN + a1
; (2B.30)

aN+1 =
a2N � b2N + a1aN

a1 + aN
=

a21 � b21 + a1aN
a1 + aN

; (2B.31)

bN+1 =
b1bN

a1 + aN
: (2B.32)

38For a discussion see J.A. Oteo, J. Math. Phys. 32 , 419 (1991).
39See A. Iserles, A. Marthinsen, and S.P. N�rsett, On the implementation of the method of

Magnus series for linear di�erential equations , BIT 39, 281 (1999) (http://www.damtp.cam.ac.uk/
user/ai/Publications).
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d(2B.31)§·���

a2N = b2N + a21 � b21; (2B.33)

¦)����Ø²��48'X´'ubN�"|^(2B.32)§C�

bN+1 =
b1bN

a1 +
p
b2N � (b21 � a21)

; (2B.34)

½ö

1

bN+1
=

1

b1

 
a1
bN

+

s
1� b21 � a21

b2N

!
: (2B.35)

y3·�Ú\�ª(2.161)¥�9ÏªÇ~!"ù�

a1 =
M

2�
cos ~!; (2B.36)

Ú'ubN+1�48ª�Ñ

1
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=

cos ~!�

bN
+

2�

M

s
1� M2

4�2
sin2 ~!�

b2N
: (2B.37)

ÏLÚ\{zþ

�N � 2�

M
bN ; (2B.38)

k

�1 = 1; (2B.39)

48ªC�

1
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=

cos ~!�

�N
+

s
1� sin2 ~!�

�2
N

: (2B.40)

éuN = 1; 2§k

1

�2
= cos ~!�+

p
1� sin2 ~!� =

sin 2~!�

sin ~!�
;

1

�3
= cos ~!�

sin 2~!�

sin ~!�
+

s
1� sin2 ~!�

sin2 2~!�

sin2 ~!�
=

sin 3~!�

sin ~!�
: (2B.41)

Ïd·�ß����(J
1

�N+1
=

sin ~!(N + 1)�

sin ~!�
: (2B.42)

é{ü�y¢ù�)÷v48'X(2B.40)"ù�§d(2B.38)·���

bN+1 =
M

2�

sin ~!�

sin ~!(N + 1)�
: (2B.43)

òdª�\(2B.30)Ú(2B.33)§�Ñ

aN+1 =
M

2�
sin ~!�

cos ~!(N + 1)�

sin ~!(N + 1)�
; (2B.44)

NN+1 = N1

s
sin ~!�

sin ~!(N + 1)�
; (2B.45)

ù�§(2B.29) C��m©��Ì(2.197)"
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Appendix 2C rVúª�í�

ùp§·�{ü�Vã�erVúª�í�"40 ùÄué�ª(2.295)�>�*	§·�
¡F (x; x0)�e¡ù�¼ê�C�

~F (k; k0) = � e�(k2+k02+akk0)=2; (2C.46)
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